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Introduction

Motivations industrielles

Les défauts qui peuvent apparaitre au cours des différentes phases de 1’élaboration d’un
nouveau produit doivent étre éliminés afin d’assurer une qualité maximale de la production.
En effet, la correction d'un défaut implique le retour sur la conception ou la production
du produit, ce qui nécessite un investissement additionnel. De plus, au retard de mise
sur le marché et aux cotuts directs de rectification s’ajoutent les manques a gagner diis a
la perte de crédibilité de 'entreprise, si le client est victime de ces rattrapages d’erreurs.
Ceci explique les investissements considérables consentis par les entreprises pour mettre en
application le concept de qualité totale, qui consiste a maitriser au cours de la conception
toutes les causes de défaillances d’'un produit.

Ceci est particulierement vrai en informatique. D’une part, la technologie et la de-
mande évoluent tres vite, ce qui fait que le facteur temps est crucial, et toute erreur ralentit
la mise sur le marché d’un nouveau systeme. D’autre part, le monde digital impose que la
réponse des systemes, logiquement discrete, soit exacte, a la différence de nombreux autres
secteurs ou la réponse est analogique (électronique de puissance, résistance des matériaux,
mécanique, chimie, ...), ou une tolérance —par nature— est admise sur la réponse du
systeme. De plus, la complexité des multiples parametres des systemes informatiques mis
sur le marché fait que la prévention, la détection et la correction des défauts deviennent
extréemement difficiles. On se concentrera ici sur la fonctionnalité du systeme, qui con-
sistera en une machine a états finis (circuit, interface, spécification d’un protocole, ...).
Le but est de s’assurer que le systeme réalisera effectivement et correctement un certain
nombre de fonctionnalités spécifiées [5].

La génération automatique, ou synthese, semble la voie la plus stire pour concevoir des
systemes sans défaut. Partant d’une spécification du circuit a réaliser, un ensemble de
programmes en génere 'implémentation. Pour assurer la génération de bons circuits, les
programmes de synthese automatique doivent étre corrects. Or ces programmes doivent
étre régulierement modifiés pour tirer le profit maximal des technologies d’implantation
des circuits, ce qui diminue la confiance que ’on peut leur accorder. Cette situation motive
les recherches sur les compilateurs prouvés corrects [99]. En pratique le risque d’erreur
résiduelle est trop élevé pour que l'on envoie en production des circuits générés par ces
outils automatiques sans les vérifier.

Quant bien méme le systéme de synthése marcherait correctement (ce qui est heureuse-
ment vrai dans la grande majorité des cas), I’écriture de la spécification est une étape
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délicate ou peuvent s’introduire des différences par rapport au produit désiré. Il faut
donc valider la spécification, en montrant qu’elle satisfait certaines propriétés typiques
du systeme. Par exemple, la spécification d’un protocole réglant la communication entre
plusieurs processeurs devra étre telle que chaque processeur puisse accéder au bus en un
temps fini.

La vérification de matériel recouvre deux aspects. Le premier consiste a comparer les
comportements observables de deux machines séquentielles, I'une étant une spécification
du systeme (description de haut niveau en VHDL [7, 87, 41] par exemple), 'autre la des-
cription de sa réalisation (en VHDL de bas niveau, ou une description en portes, voire le
masque du circuit). Le second consiste a valider le comportement observable d’une machine
séquentielle en vérifiant qu’il satisfait un certain nombre de propriétés dynamiques.

Une premiere technique de vérification consiste a réaliser un prototype, qui peut étre
matériel ou virtuel (par exemple une description algorithmique), et de le tester dans
son environnement réel. La simulation consiste a exciter le prototype avec des données
provenant de son environnement réel de fonctionnement. Cependant, la simulation ne
peut étre exhaustive a cause de la combinatoire explosive des systemes d’informations. En
conséquence, cette approche ne peut que valider un jeux de tests extremement réduit au
regard de toutes les configurations possibles du systeme.

Vérifier formellement les systemes informatiques consiste a remplacer la vérification
expérimentale par une preuve, au sens mathématique du terme, de la correction du circuit.
En d’autres termes, au lieu de tester qu’un systeme est correct par rapport a sa spécification
(ou qu'il satisfait un ensemble de propriétés temporelles), on démontre 'adéquation de ce
systeme avec sa spécification (ou qu’il est un modele d'un ensemble de propriétés tem-
porelles).

La vérification formelle de matériel

Lalogique du premier ordre a semblé étre un bon cadre pour la description et la vérification
de systemes séquentiels. L’idée est de décrire le fonctionnement d’un systeme séquentiel par
un ensemble de prédicats récursifs. Le probléeme est donc de comparer la théorie engendrée
par les prédicats qui forment la spécification avec celle engendrée par les prédicats qui
décrivent la réalisation, si I'on veut comparer les comportement d’une spécification et
d’une réalisation ; ou de montrer que la théorie engendrée par les prédicats qui décrivent
un systeme est consistante avec les prédicats décrivant les propriétés a valider, si on veut
montrer qu'un systeme satisfait un certain nombre de propriétés temporelles.

L’utilisation de systemes logiques ayant la puissance du premier ordre a connu un essor
considérable au cours des années 1980, et des résultats tres significatifs ont été obtenus.
Quelques circuits actuellement sur le marché portent déja le label “Vérifié formelle-
ment” [42]. Dans ce cadre, on peut distinguer plusieurs approches.

L’idée introduite dans les années 1970 par T. J Wagner [124] et J. Darringer [52] était
d’appliquer les méthodes de démonstration développées pour la vérification de logiciel a
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la vérification de descriptions fonctionnelles de machines, en particulier la méthode des
assertions de Floyd et les techniques d’exécution symbolique de programmes.

W. Hunt a utilisé le démonstrateur de Boyer-Moore pour effectuer la vérification
d’un petit microprocesseur [79]. Ce démonstrateur travaille sur un sous-ensemble de la
logique du premier ordre (seuls les quantificateurs universels sont autorisés), et permet
I'utilisation du principe d’induction dans les preuves. L’utilisation du démonstrateur de
D. Boyer-Moore pour la preuve de matériel a été poursuivie, en particulier en Europe par
'équipe de D. Borrione [20].

M. Gordon a développé un autre formalisme, appelé LCF-LSM [67, 68], construit
au-dessus du systeme LCF (Logic of Computable Functions) développé par R. Milner a
Edimbourg pour la génération interactive de preuves formelles. La couche LSM (Logic of
Sequential Machines) rajoutée par M. Gordon étend le calcul de LCF avec des descriptions
comportementales du CCS (Calculus of Communicating Systems). Ce systeme a lui aussi
été utilisé pour vérifier un petit ordinateur [68], mais n’a eu aucune implication industrielle.
Le travail de H. G. Barrow [9] est trés proche de celui de M. Gordon, excepté qu’il utilise
PROLOG comme démonstrateur.

La logique du premier ordre a une grande puissance d’expression qui permet son utilisation
directe comme formalisme de description de matériel, mais la puissance d’expression du
premier ordre rend impossible 'automatisation des preuves [36]. Un démonstrateur de
cette puissance ne peut pas réaliser tout seul la preuve de correction d’'un circuit non
trivial. L’utilisateur doit étre capable de conduire la preuve, le systeme n’étant la que
pour lui éviter de fastidieuses réécritures de formules. Par exemple, le systeme LCF offre
des primitives de constructions de preuves appelées “tactics” et “tacticals”. Les premieres
permettent de décomposer les problemes a résoudre en sous-problemes, et les secondes
de combiner les premieres pour construire des preuves complexes. Les preuves effectuées
avec les systemes cités ci-dessus ont d’ailleurs été faites par les logiciens/mathématiciens
créateurs de ces outils, et ont été longues a réaliser. Or il n’est pas envisageable a court
terme de demander aux concepteurs de circuits de devenir aussi spécialistes de logique
formelle, ni d’associer a chaque équipe de conception un logicien de haut niveau. L’objectif
de développer des outils de vérification automatiques a conduit d’autres équipes, dont celle
du Centre de Recherche de BULL [5, 6], vers des voies différentes.

Un systeme logique décidable et assez puissant pour exprimer et résoudre les problemes
de vérification de matériel, a partir du moment ou ils se situent sur un domaine
d’interprétation fini, est la logique propositionnelle. En 1986, R. E. Bryant propose [27]
une nouvelle forme canonique des formules propositionnelles, les Graphes de Décision
Binaires, ou BDDs. Cette forme puissante et compacte permet pour la premiere fois de
prouver compléetement la correction de gros additionneurs (32 bits et plus). En 1987, une
forme améliorée des BDDs, appelée Graphes de Décisions Typés ou TDGs, est proposée
par J. P. Billon [18]. Cette forme, plus un processus d’exécution symbolique, congu par
J. C. Madre [89, 19], du langage de description de matériel LDS, permet la conception en
1988 de PRIAM, premier outil industriel de preuve de circuits combinatoires. PRIAM a
été intégré dans le systeme de CAO de BULL et est maintenant utilisé quotidiennement
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par tous les concepteurs de BULL.

La suite logique de PRIAM, limité au combinatoire, était de s’attaquer au probleme de
la preuve de systemes séquentiels. Ce travail est I'objet de cette these, qui s’est concrétisé
en une boite a outils, STAM, permettant de comparer les comportements observables de
deux machines, et de valider une machine par un ensemble de propriétés temporelles.
SIAM fournit aussi un jeux de primitives permettant de manipuler les machines afin de
réduire leur complexité. Ces primitives ont été reprises dans le cadre de la synthese de
circuits combinatoires et séquentiels [17, 85, 110].

Spécification du probleme

De nombreux probléemes portant sur les machines séquentielles, par exemple la vérification
d’une implémentation par rapport a une spécification, consistent a comparer les com-
portements observables de deux machines selon certains criteres. Nous montrerons que
la comparaison de machines peut s’effectuer sans construction de diagramme d’états,
ni énumération d’états ou de transitions, ce qui constituait la limite des techniques
précédemment connues.

Si la comparaison de machines permet de vérifier 'adéquation du comportement obser-
vable d'une machine avec un autre comportement décrit par une autre machine, certaines
propriétés observables ne peuvent pas toujours étre ainsi exprimées. Par exemple, la
propriété “si a un moment, tel événement survient, alors tel autre événement se produira
dans le futur” ne peut étre exprimée par une machine d’états finis. Aussi une autre
facon de décrire un comportement observable est d’utiliser une logique temporelle. Nous
montrerons comment la vérification de propriétés temporelles exprimées dans la logique
CTL (Computational Tree Logic), c’est a dire la logique temporelle arborescente, peut étre
effectuée a partir de la description de la machine, sans jamais construire son diagramme
d’états, comme l'imposaient les techniques de vérification proposées dans le passé (toutes
dérivées du model checking [40]).

Nous définirons tout d’abord un modele de machine séquentielle sur lequel porteront les
preuves. Puis nous proposerons plusieurs algorithmes, basés sur des manipulations de
formules booléennes quantifiées, permettant de résoudre les deux problemes présentés ci-
dessus. Les TDGs seront utilisés pour représenter et manipuler les formules booléennes
quantifiées. Nous réduirons alors les deux problemes de vérification a I’étude de deux
primitives de manipulation formelle, a savoir le calcul de 'image et le calcul de 'image
réciproque d’une fonction vectorielle boolénne.

Plan de lecture

Le Chapitre 1 expose les résultats simples mais essentiels de la logique propositionelle avec
quantificateurs. Nous posons dans ce chapitre les relations entre formules propositionnelles
et fonctions booléennes, et nous y donnons la résolution générale et complete des équations
booléennes.
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Le Chapitre 2 étudie la représentation des fonctions booléennes. Nous y exposons les
représentations déja connues des fonctions booléennes par des graphes, et nous en pro-
poserons quelques autres. Nous avons surtout développé une analyse des complexités de
leurs manipulations. Puis nous montrons la supériorité des formes canoniques graphiques
sur deux autres représentations tres utilisées dans la démonstration automatique, la forme
normale disjonctive (ou somme de produits), et la forme de Reed-Muller (ou somme
exclusive de produits).

Le Chapitre 3 expose les deux aspects de la vérification de machines séquentielles : com-
paraison de comportements observables de machines et vérification de propriétés tem-
porelles. Nous montrons que la solution de ces deux problemes repose sur deux primi-
tives, respectivement le calcul de I'image d’une fonction vectorielle, et le calcul de I'image
réciproque d’une fonction vectorielle. Nous aborderons aussi, mais succintement, les autres
manipulations formelles fournies par SIAM pour la réduction/minimisation de machines.
Sur le probeme de la réduction de complexité, on trouvera dans I’Annexe E une courte
discussion sur la minimisation combinatoire, qui consiste a réduire la représentation d’une
fonction partielle.

Le Chapitre 4 étudie le calcul de I'image, qui est la primitive essentielle pour la comparaison
de machines. Nous discutons de la complexité de ce calcul, et proposons plusieurs algo-
rithmes pour son évaluation. Puis nous donnons et analysons des résultats expérimentaux
sur un ensemble de machines, qui montreront la supériorité de notre approche symbolique
sur les techniques de comparaison de comportements observables proposées dans le passé.

Le chapitre 5 étudie le calcul de I'image réciproque, qui est la primitive essentielle pour la
preuve de propriétés temporelles. La encore, nous analyserons la complexité de ce calcul,
et nous donnerons des résultats expérimentaux obtenus chez BULL et par d’autres équipes.
Ces résultats montrent que 'approche symbolique que nous décrivons permet de résoudre
des problemes inabordables avec les techniques du type Model Checking.

Notre contribution

La logique propositionnelle est un formalisme simple supportant la démonstration automa-
tique complete, et permettant de modéliser tout probleme de domaine d’interprétation
fini. Nous avons trouvé commode d’introduire les quantificateurs, car si la quantification
n’ajoute rien a la “puissance” de la logique propositionnelle, elle permet de représenter
linéairement des formules dont la forme sans quantificateur est de taille exponentielle, et
aussi de décrire simplement un systeme de résolution complet pouvant remplir de multiples
usages (92, 93, 95, 49, 50, 51].

La technique de représentation des fonctions booléennes par les TDGs (Typed Decision
Graphs, ou graphes de décision typés) a été développée au Centre de Recherche de BULL
depuis 1987, parallelement aux BDDs (Binary Decision Diagram) de R. E. Bryant in-
troduits en 1986. Nous avons contribué au développement des graphes en tant que
représentation des fonctions booléennes, en étudiant leurs propriétés et complexité. Nous
avons proposé et amélioré de nouveaux algorithmes de manipulation. Nous avons aussi
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introduit et étudié des formes dérivées des TDGs.

Nous avons défini des algorithmes qui, avec l'utilisation des TDGs, permettent la
vérification de machines séquentielles (comparaison et vérification de propriétés tem-
porelles) dont la taille (nombre d’états et de transitions utiles) dépasse largement la
capacité des techniques énumératives précédemment connues. En effet, les algorithmes
de preuve que nous proposons ont la propriété d’avoir une complexité qui ne dépend ni du
nombre d’états, ni du nombre de transitions des machines traitées. Toute la complexité
est reportée sur des manipulations de TDGs. Nous avons défini plusieurs primitives per-
mettant d’améliorer considérablement les calculs nécessaires a cet effet. Ces techniques ont
permis d’étendre largement le champ d’application de la preuve formelle de matériel, et ont
trouvé de nombreuses utilisations dans le domaine de la synthese de circuits [17, 85, 110].
Certaines d’entre elles sont récemment entrées dans le monde industriel, en étant incluses
dans des produits de CAO mis sur le marché.
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Logique propositionnelle quantifiée
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Chapitre 1
Logique propositionnelle quantifiée

La logique propositionelle est complete et décidable, donc susceptible de supporter un
démonstrateur automatique pour résoudre avec succes les problemes qui peuvent s’y ex-
primer. Nous exposons ici le systeme formel sur lequel nous nous appuierons dans la suite,
la logique propositionnelle quantifiée.

1.1 Formules propositionnelles quantifiées

Dans cette section nous présentons la syntaxe et la sémantique des formules proposition-
nelles quantifiées, puis nous précisons comment une formule propositionnelle dénote sans
ambiguité une unique fonction booléenne. On trouvera dans I’Annexe A un rappel des
concepts de terme, de substitution, et de réécriture que nous utiliserons ici.

1.1.1 Syntaxe des formules propositionnelles quantifiées

Nous définissons ici les termes appelés formules propositionnelles quantifices. On con-
sidere un ensemble dénombrable V de symboles appelés variables propositionnelles. On
les notera x,x1,2o,...,Y,Y1,Y2,...,%,... Les formules propositionnelles quantifiées sont
des termes construits a partir de V, du symbole de fonction monadique F; = {—}, et
des symboles de fonctions diadiques Fo = {V, A, =, <, @, 3,V}. Par commodité, les sym-
boles de fonctions seront infixés ou préfixés. Autrement dit, les formules proposition-
nelles quantifiées, que nous noterons f, g, h, ..., s’écrivent avec 1’alphabet dénombrable
{=,V,\,=,<,®,(,),3,V} UV, et leur syntaxe < QPF > est définie par :

< QPF > = <war >
= (< QPF >)
n= < op; >< QPF >
n= < QPF >< opy >< QPF >
= < quantifier >< var >< QPF >

<op;y > = 7

<opy> = VI|AN|= el

<war > = x|z |x2] .0
< quantifier > == 3|V

17
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L’occurrence d’une variable x dans une formule f est dite libre si et seulement si cette
occurrence n’apparait pas dans le champ d’un quantificateur portant sur x. L’occurrence
non libre d’une variable est dite lie. On notera f(x1,...,x,) une formule propositionnelle
dont les variables qui possedent au moins une occurrence libre sont z1, ..., x,. Par exem-
ple, dans la formule (Vy f(x,y,z) = (3z g(z,y))), z est libre, les occurrences de y sont
liées, et x possede une occurrence libre (la premiere) et une occurrence liée (la seconde).
Une formule est dite close si toute occurrence de variable est liée. Si f(x) dénote une
formule, on notera f(t) la formule obtenue en remplagant toute occurrence libre de = dans

f(z) par t.

1.1.2 Sémantique des formules propositionnelles quantifiées

On appelle interprétation une application ¢ de V dans {0,1}. Toute interprétation i est
étendue en une fonction i, de F dans {0, 1} de la facon suivante. Si x est une variable,
() = i(z) ; iu(—f) = 1 si et seulement si i,(f) = 0 ; i.(f1 V f2) = 1 si et seulement si
i(fi) =1ouiufy) =1;0.(3xf(x)) = 1 si et seulement si i,(f(0)) =1 ou i (f(1)) = 1.
De plus, on pose les regles de réécriture suivantes, permettant d’étendre 7, sur toutes les
formules (dans la suite, on ne distinguera plus ¢ et i,).

Ve f — —(3x =f)

frng — =(=fV-g)
=9 — ~fVyg

feg - (f=9Ng=f)
feg — ~(feg)

Toute formule f associe a toute interprétation i un élément unique de {0,1}, et définit
donc une unique fonction Ai.i(f) de ({0,1} — V) dans {0, 1}. Pour un ordre total fixé sur
V, une formule f définit une fonction unique de {0, 1}V dans {0,1}. Une formule f telle
que Ai.i(f) = 1, par exemple (—x V ), (respectivement une formule telle que \i.i(f) = 0,
par exemple (—z A x)), sera appelée une tautologie (respectivement une antilogie).

1.1.3 Egalité sur les formules propositionnelles

Il y a plusieurs fagons d’introduire 1’égalité “=p” sur les formules propositionnelles.

Une présentation tres répandue consiste a définir un ensemble récursif de formules
appelées théoréemes en utilisant un systeme formel [82]. Puis on dit que (f =g ¢g) si et
seulement si la formule (f < g) est un théoreme. Il existe de nombreuses axiomatisations
de ce systéme formel, par exemple celle-ci [127] :

Schéma d’axiomes : (f = (9= f))
(f=(g=h)=((f=9) = (f=h)
(=f=—9)= (9= 1))

Régle d’inférence (Modus Ponens) : de f et (f = g), on dérive g.
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Une deuxieéme définition est basée sur la sémantique des formules, en posant (f =5 ¢)
si et seulement si f et g dénotent la méme fonction. On peut montrer, en utilisant le
théoreme de complétude [54], que ceci est équivalent a dire que la formule (f < g) est une
tautologie ou un théoreme.

Une troisieme présentation consiste a donner directement la définition de =p sous la
forme d’une théorie équationnelle [73], ou bien d'un systeme de réécriture. Voici une
définition équationnelle [73] :

-f =5 f
(fvg) =8 (V)

(fvg)Vh) =5 (fV(gVh)
~(fVyg) =5 ~fA-g
~(fAg) =8 ~fV-yg

fA(gVh) =5 (fAG)V(fAD)

fVv(gnh) = (fVg)A(fVh)

1.1.4 Formules propositionnelles et fonctions booléennes

On appelle fonction booléenne une fonction de {0,1}" dans {0,1}. Nous avons vu dans
la Section 1.1.2 qu'une formule propositionnelle f dénote une unique fonction booléenne
Xi.i(f) de {0,1}"! dans {0, 1}. Réciproquement, le théoréme suivant indique que toute
fonction booléenne est dénotée par au moins une formule.

Théoréme 1.1 Pour tout n entier fini et toute fonction h de {0,1}" dans {0,1}, il existe
une formule propositionnelle sans quantificateur f telle que h = Xi.i(f).

Preuve. Pour tout élément v = (vy,...,v,) de P'ensemble {0,1}", on définit la formule
g = (e1(x1) Nea(ma) Ao Aep(y)), avee e (zg) = xp si vy = 1, et ex(xg) = —ay sinon.
gv dénote une fonction de {0,1}" — {0, 1} qui prend partout la valeur 0 sauf en v. Soient
alors les formules h, définies pour tout élément v de {0, 1}" par h, = (-x1Az) si h(v) = 0,
et h, = (mx1 V xq) si h(v) = 1. Soit f la formule propositionnelle définie par :

fo= ( V (thu))'

ve{0,1}"

On peut alors vérifier que i(f) = h(i(xy), ..., i(z,)) pour toute interprétation i. La formule
f est composée de O(n x 2") caracteres, donc f est une formule finie quand n est fini. O

Puisque toute fonction booléenne peut étre dénotée par au moins une formule sans
quantificateur, on en déduit que toute formule propositionnelle avec quantificateurs est
équivalente, i.e. égale au sens de =g, a une formule sans quantificateur. On appellera
forme sans quantificateur d’une formule quantifiée une formule sans quantificateur qui lui
est équivalente.

Comme une formule propositionnelle dénote une unique fonction booléenne, et qu’'une
fonction booléenne est dénotée par des formules propositionnelles toutes équivalentes entre
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elles, on confondra souvent formule et fonction. On rajoute au vocabulaire des formules
propositionnelles I'ensemble des constantes Fy = {0, 1} pour dénoter 'antilogie et la tau-
tologie. Par abus de langage, on écrira “=" pour “=5”. Un n—uplet = de {0, 1}" sera noté
par un vecteur [x;...x,], ou Z §’il n’y a pas d’ambiguité sur n. La concaténation sur les
vecteurs est notée “@”. On utilisera la curryfication pour alléger I’écriture des fonctions,
ce qui permet d’écrire indifféremment Azy ... Az, Ay.f, ou bien Az ...z,].\y.f, ou bien
AZ.\y.f, ou encore A(ZQ[y]). f.

1.2 Elimination des quantificateurs

Nous montrons ici qu’il existe essentiellement deux procédés d’obtention d’une forme sans
quantificateur, I'un consistant a éliminer les quantificateurs de la gauche vers la droite,
I’autre consistant a les éliminer de la droite vers la gauche.

On dit qu’une formule est sous forme prénexe si elle est de la forme (Q1x; ... Q,z, f),
ou @y est un quantificateur, et f une formule sans quantificateur (on a éventuellement
n = 0). Pour toute formule propositionnelle quantifiée, on peut construire un arbre
syntaxique dont les feuilles sont des formes prénexes, et les noeuds sont des connecteurs
logiques, des symboles de fonctions, ou des quantificateurs. Le probleme de 1’obtention
d’une forme sans quantificateur revient donc a étudier 1’élimination des quantificateurs
d’une forme prénexe. L’élimination est basée sur le théoreme suivant, qui découle de la
sémantique des formules.

Théoreme 1.2 Soit f une formule quelconque, et x une wvariable ne possédant pas
d’occurrence liée dans f. On a les identités suivantes, qu’on appelera Q)—éliminations.
L’identité 1.1 est appelée élimination existentielle ou 3—élimination, et identité 1.2 est
appelée élimination universelle ou Y—élimination.

G f) = (fle 0]V fla e 1) (L1)
(Vz f) = (flx < 0] A flx «1]) 1.2

1.2.1 Elimination gauche-droite des quantificateurs

Soit (Ix; Qoxs ... Qux, f) une forme prénexe. Cette formule est équivalente a la formule :

(Qazy ... Quxy, flry < 0]) V (Qoxs. .. Qur, flrg < 1]) (1.3)
De méme, la formule (Vo1 Qoo ... Qnx, f) est équivalente a la formule :

(Qax2 ... Quxy flry < 0]) A (Qoxs ... Qury, flrg < 1]) (1.4)
De cette facon, la premiere variable quantifiée et son quantificateur sont éliminés.

Il y a ensuite deux fagons d’utiliser ce processus d’élimination du quantificateur le plus
a gauche d'une forme prénexe.
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La premiere technique consiste a calculer une forme prénexe de la formule obtenue
apres la premiere élimination, puis a éliminer les quantificateurs restants. Dans ce cas, la
forme prénexe de la formule 1.3 obtenue apres la 3—élimination de x; est :

(Qax2 ... Qnry Qoxy ... Quaxl, floy < 0|V flry + 1|z 25, ..., 2, 2])  (1.5)

La normalisation sous forme prénexe de la formule 1.3 requiert le renommage des n — 1
variables d'une des formules de la disjonction. La forme prénexe 1.5 obtenue possede
2n — 2 variables quantifiées. Cette technique expanse donc la forme prénexe et ne peut
réduire la formule par Q—€limination, a moins d’utiliser des réécritures sur la formule sans
quantificateur (f[zy < 0] V flz1 < 1][zy < ab,..., 2, < 2!]). Cette technique ne peut
donc s’appliquer sans risquer une expansion couteuse de la forme prénexe.

La seconde technique consiste a éliminer séparément les quantificateurs des deux formes
prénexes (Qoxy . .. Qnzy flrr < 0]) et (Qoxa ... Qux, flxy + 1)) obtenues dans 1.3 ou 1.4,
pour les recombiner ensuite. Il est aisé de voir que cet algorithme se termine, mais qu’il
requiert 2" ()—éliminations. Nous montrons dans la section suivante que I’élimination de
la droite vers la gauche est moins cotteuse.

1.2.2 Elimination droite-gauche des quantificateurs

On considere la forme prénexe (Qqz1 ... Qnz, f), ou f est sans quantificateur. On définit
récursivement la séquence de formules f; sans quantificateur pour 0 < k < n par :

fn - f
Si k= 3 alors fk,1 = fk[ilj'k — 0] V fk[l'k — 1]
Si Qr=VY alors fr1 = frlor < O A frlog, < 1]

On voit que f est une forme sans quantificateur de (Qg1 12541 fri1), qui est aussi une forme
sans quantificateur de (Qgi1%ky1 ... Qunryn f). Aussi fy est une forme sans quantificateur
de la formule initiale f. La forme sans quantificateur d’une forme prénexe a n variables
quantifiées est ainsi obtenue par seulement! n @Q-eliminations de droite & gauche. En
revanche, si aucune réécriture n’est effectuée pour réduire les formules f, au cours du
calcul, alors la taille de la formule f; est en O(211) si la taille de f est | f].

1.3 Tautologie, antilogie, satisfiabilité

Une formule f est une tautologie (respectivement une antilogie) si et seulement si elle
dénote la fonction 1 (respectivement la fonction 0). Une formule est satisfiable si et
seulement si elle ne dénote pas la fonction 0. Le probleme de la preuve consiste a savoir si
une formule est une tautologie. Ce probleme contient les deux autres, a savoir I'antilogie et
la satisfiabilité : une formule f est une antilogie si et seulement si (—f) est une tautologie,
et f est satisfiable si et seulement si (—f) n’est pas une tautologie. Soit f(z1,...,x,) une
formule dont les variables libres sont z,...,x,. On a le résultat suivant :

LCeci est dii au fait que 1’élimination droite-gauche ne brise pas la forme prénexe de la formule, & la
différence de I’élimination gauche-droite.
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Théoréme 1.3 La formule f(xq,...,x,) est une tautologie si et seulement si la formule
close (V1 ...V, f(x1,...,2,)) est une tautologie.

Comme la manipulation syntaxique consistant a passer de la formule f(xy,...,x,) ala
formule close (Vzy ...V, f(z1,...,2,)), et réciproquement, s’effectue en O(n), déterminer

si une formule quelconque est une tautologie est un probleme de méme complexité que celui
de déterminer si une formule close est une tautologie. On s’intéresse donc ici a déterminer
si une formule close dénote la fonction tautologie 1.

La forme sans quantificateur d’une formule close ne peut qu’étre la fonction constante
0 ou 1. Pour savoir si une formule close est une tautologie, il suffit d’en calculer une forme
sans quantificateur, puis de vérifier que celle-ci dénote la fonction 1.

Elimination gauche-droite pour la validité

D’apres la Section 1.2.1, 'obtention d’une forme sans quantificateur d’une forme prénexe
(@121 ...Qux, f) se fait par 2" Q—éliminations et combinaisons de la gauche vers la
droite. En utilisant les regles de réécritures élémentaires ci-dessous portant uniquement
sur les constantes 0 et 1 (une réécriture étant effectuée a chaque retour récursif d'une
@—élimination), une formule close est réduite en la constante 0 ou 1.

-0 — 1
-1 — 0
ovt — t
1vt — 1

Elimination droite-gauche pour la validité

D’apres la Section 1.2.2, 'obtention d'une forme sans quantificateur d’une formule close
(Q1z1 ... Qux, f) se fait par n Q—éliminations droite-gauche. La formule obtenue, de taille
exponentielle par rapport a la taille de f, ne fait intervenir que les constantes 0 et 1, ainsi
que les opérateurs usuels. Le systeme de réécriture nécessaire pour réduire cette formule
en sa constante équivalente est donc le méme que précédemment.

1.4 Résolution d’équations

Soit (@171 . .. Qnx, [) une formule close, ou f est sans quantificateur. Notons xy,, ...,z
les m variables qui apparaissent quantifiées existentiellement de gauche & droite (c’est a
dire k; < ... < ky,). Cette formule peut étre considérée comme une équation, dont

les inconnues sont les variables quantifiées existentiellement. On dira quun m—uplet de
formules [fi ... f,u] est une solution de I'équation si et seulement si :
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e La formule f; ne contient pas d’occurrence des variables x;, pour k > k;.

e La formule? flzy, < fi,..., Tk, < fm] est une tautologie.

Chaque m~—uplet solution de I’équation dénote une fonction booléenne vectorielle de V
dans {0,1}". L’ensemble des solutions de ’équation est I’ensemble de toutes ces fonctions
vectorielles®. Cet ensemble peut étre dénoté par un m-uplet de fonctions paramétrées
(voir Annexe D), que nous appellerons fonctions de Skolem de I’équation, en référence &
la skolemization [98]. Si [s;...sm,] est un m—uplet de formules dénotant ces fonctions de
Skolem, on appellera fonction de Skolem associée a la variable z, la fonction booléenne
dénotée par la formule s;.

Par exemple, considérons I’équation suivante :
35E1 Vo E|£B3 31134 (1'1 A (($2 <~ 374) V 1’3))

La substitution [z7 < 1, x5 < 0, x4 < x2] est une solution de cette équation. La solution
la plus générale o peut s’écrire:

o = [z 1, 23 x3, x4 (23 Axy) V(D23 A 22))].

Cette solution est unique modulo un renommage des variables (voir Annexe A). Cette
substitution est la plus générale, car toute substitution ¢’ solution de 1’équation s’écrit
o' = po o, ou p est une substitution. Réciproquement, toute substitution de la forme
0 o o est une solution de I’équation. En d’autres termes, si V' est I’ensemble des varia-
bles de I'équation qui sont quantifiées existentiellement, toute substitution ¢’ solution de
I'équation est telle que o’ < [V]o (voir Annexe A), c’est a dire que ¢’ est une instance de,
ou moins générale que, 0. Par exemple, la substitution [z <= 1, 23 < 1, x4 + yl, qui est
une solution de I’équation, s’écrit po o, ou o = [z3 < 1, x4 < Y.

Résoudre une équation, c’est donner les fonctions de Skolem associées a ses variables
quantifiées existentiellement*. Nous présentons d’abord la résolution d’équation a une
inconnue, puis la résolution dans le cas général.

1.4.1 Résolution d’équations a une inconnue

Soit I’équation a une inconnue, i.e. ne possédant qu’'une seule variable quantifiée existen-
tiellement :

Yy ... VY, 3 Yypa1 .. Yy, g(yh <. aymaw>

La formule (Yy41 - - YYm 9(y1, - - -, Ym, x)) est équivalente & une forme sans quantificateur,
que nous noterons f. Alors cette équation s’écrit :

Yy, ... Yy, Jx f (1.6)

2Comme aucune des formules f; ne contient d’occurrence des variables x; pour £ > k;, le terme
flor, < fi,..., 2k, < fm], obtenu grace a une substitution simultanée des xy, par f;, est égal au terme
flzk, < f1]. .. [xk,, < fm], obtenu par une succession de substitutions élémentaires effectuées de gauche
& droite (voir Annexe A).

3Une équation permet donc de dénoter un ensemble de fonctions, voir Annexe D.

4L unification booléenne [24] n’est qu'un cas particulier de la résolution d’équation.
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ou f est sans quantificateur. Cette équation s’écrit de facon équivalente :
Vyi ... Yy, Jz (mz A flz < 0]) V (z A flz < 1]) (1.7)

L’équation possede une solution si et seulement si la formule 1.7 est une tautologie, c’est
a dire si et seulement si la formule

Yyi .. .Yy, (flx < 0]V flx < 1]) (1.8)

est une tautologie. Comme toutes les variables qui apparaissent dans la formule 1.8 sont
quantifiées universellement, cette formule est une tautologie si et seulement si la formule
(flx <= 0] V flz < 1]) est elle-méme une tautologie. Soit ¥ = [y; ...y,]. En supposant
que l’équation ait une solution, trois cas disjoints recouvrent toutes les interprétations
possibles de 7 :

e Si flz < 0](y) = 0, alors comme par hypothese (f[z < 0] V flx < 1]) est une
tautologie, on a nécessairement f[x < 1]() = 1. Donc z doit prendre la valeur 1
afin de satisfaire la formule 1.7.

e Si flr «+ 0](y) =1 et flx < 1)(§) = 0, alors = doit prendre la valeur 0 afin de
satisfaire la formule 1.7.

e Si flx < 0)(¥) = 1 et flx « 1](y) = 1, alors la formule 1.7 est satisfaite
indépendamment de la valeur de x.

Ceci signifie que la valeur que doit prendre x selon la valeur de 3 est définie par :

v = (fle = 0H AL (1.9)
V (flz < 0J(9) A —~f [z <= 1](5) A O)
V (flz < 0[(%) A fle < 1) Ap)

ou p est une variable différente de y, ..., y, (par exemple la variable x elle-méme), dénotant
ainsi une valeur quelconque. La condition d’unicité de x est que x ne dépende pas du
parametre p, i.e. (flx < 0] A flx < 1]) = 0. La valeur de x donnée par 1.9 s’écrit plus
simplement (—f[x < 0](%) V (p A flz < 1](¥))). En résumé :

Théoréme 1.4 L’équation (Vy ...Vy,Iz f) admet une solution si et seulement si :
(fle <0V flr+1]) = 1

Cette équation possede une solution unique si et seulement si :
(fle<0]@ flr«1]) = 1

Lorsque I’équation admet une solution, la fonction de Skolem s associée a x, dénotant
Iensemble de toutes les solutions, est définie ci-dessous, ot p & {y1,...,Yn} :

s = (flz 0]V (pA flz < 1]))
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1.4.2 Résolution d’équations a plusieurs inconnues

On considere maintenant une équation a plusieurs inconnues :

La résolution de cette équation consiste a trouver, si elles existent, les fonctions de Skolem

) Y )
que nous noterons s, associées aux variables x; qui sont quantifiées existentiellement. Si
dans la chaine “Qx; ... Qnx,”, il y a m variables z;,, ..., z;,, quantifiées universellement
et k —m — 1 variables x;,,...,2;,_  _, quantifiées existentiellement qui apparaissent avant
I'occurrence de la variable x; quantifiée existentiellement, alors la fonction de Skolem sy,
dépend des m variables x; ,...,x;, , et de & — m parametres, constitués des k —m — 1
parametres associés aux variables z;,,...,x; ., plus le parametre associé a xy.

17 ) k—m—1"

La résolution d’une équation a plusieurs inconnues reprend le résultat présenté
précédemment. Le principe est le suivant. On cherche d’abord la variable la plus a gauche
quantifiée existentiellement. Soit , cette variable, et soit fi, la forme sans quantificateur
de (Qry+1Tk 41 - - - Quxy f). La formule 1.10 est alors équivalente a la formule :

V:L’l e mGl—l ELTkl fkl' (111)

Cette équation ne possede qu’une inconnue. Si elle ne possede pas de solution, alors
I’équation 1.10 n’a pas de solution non plus, et réciproquement. Sinon, on sait déterminer
la fonction de Skolem si, de x,. Cette fonction de Skolem, qui s’écrit sous la forme
(= frr (28, < O]V (Pry A fry |28, < 1])), dépend des variables ;. .. xy, 1, et d’'un parametre
pr, différent de ces variables. On peut donc prendre comme symbole de parametre la
variable z,. On considere alors la nouvelle équation

Vay.. . Vor, Qri1Tr a1 - Qun flTr, < Sk, (1.12)

sur laquelle on itere le processus qui vient d’étre décrit. A chaque pas de la résolution, la
fonction de Skolem de la variable quantifiée existentiellement placée la plus a gauche est
calculée, et cette variable devient quantifiée universellement dans I’équation suivante.

Le Théoreme 1.5 formalise cette résolution par un processus récursif utilisant les formes
sans quantificateurs fx, Lg, Hg, L), H;, (0 < k < n). Dans la définition de ces formes,
g = L signifie que la valeur de g n’est pas déterminée. Les formes fy, Ly, et Hj sont
calculées (a partir de Qx41, frt1, Lrt1, et Hgi1) pour k décroissant, et les formes L) et
Hj, sont calculées (a partir de Qy, Ly, Hy, Lj_,, et H}_,) pour k croissant. La formule
fr est la forme sans quantificateur de (Qg1Zk+1 - Qnxn f), et la fonction de Skolem sy,
associée a chaque variable ) quantifiée existentiellement est calculée a partir de Lj,_; et
H,_,. En substituant des termes quelconques aux parametres (ici, le parametre utilisé
par la fonction de Skolem s; associée a une variable quantifiée existentiellement xj est
cette méme variable zy) introduits dans les fonctions de Skolem [sq, ..., s,,], on obtient
un m-—uplet de formules solution de I’équation. Si I’équation 1.10 est a m inconnues
et qu’elle admet une solution, alors les fonctions de Skolem des m variables quantifiées
existentiellement sont ainsi obtenues en n ()—éliminations et m substitutions.
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Théoreme 1.5 Les fonctions de Skolem s; de [équation a plusieurs inconnues
(@11 ...Quxy, f) sont définies a partir des formes sans quantificateurs fy, Ly, Hy, L},
Hi, pour0<k<n:

In = f
L, = L
H, = L
L = L
H(/) = H,

Si il existe k tel que frp =0,

St Qr =V, alors :

[’équation n’a pas de solution

feer = frlow < O] A fulzy < 1]
Lyy = Ly
Hy,. = Hy
L;c = L;c—l
Hl:: = Hl/f—1
St Qr = 3, alors :
feer = frloe < 01V filz < 1]
Ly = filrg < O]
Hyy = filzr < 1]
s = (2L V(zp A Hpy))
L., = Lglxg < s
H, = Hglx, + si

1.5 Conclusion

Nous avons présenté la logique propositionnelle quantifiée. Les quantificateurs permettent
d’une part, de décrire de facon compacte des expressions dont la forme sans quantifica-
teur est de taille exponentielle ; d’autre part, de définir implicitement des ensembles de
fonctions comme étant des instances des fonctions de Skolem d’une équation. Sur ce for-
malisme, nous avons décrit le processus d’élimination des quantificateurs et la résolution
complete des équations booléennes. Cette présentation ne suppose aucune représentation
particuliere des formules propositionnelles, aussi ces résultats pourront étre directement
appliqués aux représentations proposées dans le Chapitre 2.

Ce systeme permet de dénoter et de manipuler des objets de tout systeme dont le
domaine d’interprétation est fini. Il sera utilisé dans toute la suite pour formaliser les
problemes et décrire leurs solutions.



Chapitre 2

Représentation des formules
propositionnelles

2.1 Introduction

Le chapitre précédent montrait comment représenter des fonctions booléennes par des
formules propositionnelles. Nous nous intéressons maintenant a la représentation et a la
manipulation des formules propositionnelles.

Notons que dans le passé, la manipulation de formules a été essentiellement dirigée
par la preuve, c’est a dire que la fonction premiere des systéemes n’était pas de représenter
des formules, mais de montrer qu’une formule est une tautologie. Ces systemes de preuve
sont orientés soit vers la preuve de tautologie (utilisation de la sémantique des formules,
comme le fait la méthode de Quine [26]), soit vers la preuve de théoreme a travers des
manipulations syntaxiques (méthode des séquents de Gentzen [65], mise sous forme de
clauses [54]). C’est dans cette derniere approche qu’on trouve la nécessité de “bien”
représenter les formules propositionnelles. Bien représenter les formules signifie que les
formules subissent un traitement qui permettront de faciliter la preuve de tautologie, mais
aussi de combiner ces formules avec des algorithmes simples. Bien entendu, se pose la
question de la complexité de la réécriture, de la preuve de tautologie, et des combinaisons.

Ainsi la technique de preuve basée sur la mise en forme de clause utilise un systeme de
réécriture normal (voir Annexe A), et un principe de résolution [54] appelé régle de coupure.
Le systeme ci-dessous permet de transformer toute formule en une forme normale, appelée
forme normale disjonctive, ou encore somme de produits, analogue a la forme clausale a
une négation pres.

-—f = f
~(fVyg) — —fA-g
~(fAg) — —fV-yg
fA(gVh) = (fFAg)V(fFAR)
(fVgANh — (fAR)V(gAR)

Ce systeme n’est pas canonique. Par exemple, les formules ((mx Ay)V (myAz)V (-zAx))
et ((x A=y)V(yA—2)V(zA-x)) sont deux formes disjonctives réduites, syntaxiquement

27
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différentes mais équivalentes. Nous étudierons les performances de cette représentation
dans la Section 2.6.1, a la fin de ce chapitre.

Un systeme de réécriture canonique permet de montrer qu'une formule est valide en la
réduisant a sa forme canonique, et en vérifiant que celle-ci est syntaxiquement égale a celle
de la tautologie, que nous noterons 1. Jusqu’a récemment on ne connaissait que relative-
ment peu de formes canoniques de la logique propositionnelle : les tables de vérité, la forme
canonique de Blake [26], la forme polynomiale, appelée aussi somme ezclusive de produits,
ou forme de Reed-Muller [26, 109] (voir Section 2.6.2). Or ces formes présentent toutes le
défaut d’etre tres peu compactes, dans le sens ou le nombre de caracteres nécessaires pour
écrire la forme canonique d’une formule f peut étre tres grand par rapport au nombre
de caracteres de f. Plus récemment, de nouvelles formes canoniques ont été définies, les
graphes de décision [27] (BDD pour Binary Decision Diagrams) et les graphes de décision
typés [18] (TDG pour Typed Decision Graphs).

Nous présentons ici ces deux formes canoniques, BDDs et TDGs. Nous présenterons
aussi d’autres formes canoniques dérivées de 'expansion de Shannon. Nous donnons en-
suite les complexités des algorithmes manipulant les BDDs et TDGs. Dans la suite, sauf
exception précisée, on ne considere que des formules sans quantificateur.

2.2 Expansion de Shannon

Soit f une formule propositionnelle. On appelle expansion de Shannon de f par rapport
a la variable z;, le couple de formules f[x) < 0] et f[zs < 1]. L’expansion de Shannon'
possede la propriété suivante :

Nous étendons ces définitions aux fonctions booléennes grace a la correspondance exis-
tant entre les formules et les fonctions. L’expansion de Shannon de la fonction
booléenne Axy...z,].f(z1,...,x,) par rapport a la variable x; est le couple de fonc-
tions ()\[:1:2 e f(0 gy o xn), AT ] f (L 2, . ,mn)> Le théoreme de Shannon
ci-dessous montre que I'expansion de Shannon est 'unique solution de I’équation 2.1.

Théoréme 2.1 Soit f une fonction booléenne de {0,1}" dans {0,1}. Il existe un couple
unique (fo, f1) de fonctions booléennes de {0,1}"~! dans {0,1} telle que

flr1, 29, ... x) = (51 A folza,.. o xn)) V(21 A fi(ze, ..., 2,)).

Preuve. L’existence d'un tel couple de fonctions a déja été montrée. Montrons maintenant
son unicité. Supposons qu’il existe un couple (f{, f{) possédant la méme propriété. Pour
tous xa9,...,T,, ON A :

f(0,29,...;2,) = (F0A folza,...,z,)) V(OA fi(xe,...,2,))

IPar abus de langage, le terme ((—xy A flayg < 0]) V (zx A flzg, <+ 1])) est aussi appelé expansion de
Shannon de la formule f par rapport & zj. La formule f[xy + 1] (respectivement la formule f[z) < 0])
est aussi appelée le cofacteur de f par rapport & zj (respectivement par rapport a —xy).
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fo(iL'Q, ce ,.fl?n)
= (20N fi(x2,...,2,)) V(OA fi(za,...,2,))
= folwa, ..., x,)
donc les fonctions fy et fi sont égales. On montre de méme que f; et f| sont elles aussi
égales, d’ou 'unicité du couple (fy, f1)- O

2.2.1 Propriétés de I’expansion de Shannon

L’expansion de Shannon possede la propriété fondamentale décrite par le théoreme suivant,
qu’on appellera propriété d’orthogonalité.

Théoréme 2.2 Soient g et f deux formules, x et y deur variables différentes. Alors on
a les deux identités

gly<f1 = (=fNgly < 0) VvV (f Agly < 1])
= (o Aglr < 0lly < f]) V (z A glz < 1][y « f])

L’orthogonalité de I'expansion de Shannon permet de ramener la substitution d’une
variable par une formule a une expansion de Shannon et des combinaisons logiques
élémentaires. Si 'on interprete les formules par les fonctions qu’elles dénotent, la sub-
stitution d’une variable par une formule n’est rien d’autre que la composition de deux
fonctions. Ceci fonde 'évaluation de la composition, qui permet d’accéder a n’importe
quelle transformation fonctionnelle. En effet, un corollaire de ce résultat est le suivant :

Corollaire 2.1 Soit g(y1,...,y,) une formule dont les seules variables sont yy,. .., Y.
Alors pour toutes formules f1,..., f. et toute variable x, on a :

9(frsoo i fu) = (xAg(filr < 0], fulr < 0])) V
(xAg(file 1],..., fulxr < 1]))

En particulier, x étant ['un des opérateurs V,\,=,<. @, on a :

—f = (mxA-flr < 0) V(z A Sl 1)
(fxg) = (e A(flr < 0l xgle < 0)) V(2 A (flr < 1 xglr +1]))

Ceci signifie que I'expansion de Shannon de (—f), de (f x g), ou de g(f1,..., fn) se
calcule directement a partir des expansions de Shannon des opérandes de la combinaison
booléenne considérée. C’est ce principe qui rend simple a réaliser les combinaisons des
formes de Shannon, que nous présenterons Section 2.4.

2.2.2 Arbre de Shannon

Considérons une fonction booléenne f de {0,1}" dans {0, 1}. L’expansion de Shannon de
f par rapport a z; fournit un couple unique de fonctions notées (fo, f1), de {0,1}"~! dans
{0,1}, telles que

fo= Aozl ((Cza A fo(ma, . z)) V(@ A fi(aa, 7).
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Si cette expansion est réitérée sur les fonctions fy et fi, on obtient un arbre binaire, appelé
arbre de Shannon, dont les feuilles sont les fonctions constantes 0 et 1.

La syntaxe des arbres de Shannon est définie a partir des symboles de variable

Z1,...,%,, et d’'un nouveau symbole /AA. Voici une syntaxe contenant les arbres de Shan-
non :
<tree > = A(<wvar >, < tree >, < tree >)
n= 0]1
<war > u= x| ... | Ty

L’arbre de Shannon d’une formule f est obtenue par I’évaluation du terme Tree(1, f), ou
la fonction Tree est décrite par :

(1<k<n)= (2.2)
Tree(k, f) = A(zy,Tree(k + 1, flzy < 0]), Tree(k + 1, flxy + 1]))

Tree(n+1,0) = 0 (2.3)

Tree(n+1,1) = 1 (2.4)

La regle 2.2 est I'expansion de Shannon par rapport a x;. Comme chaque expansion de
Shannon donne un couple de fonctions unique, ce systeme de réécriture est canonique. Par
exemple, 'arbre? de décomposition de la formule f = (21 A (23 D 14)) V (22 A (23 & 24))
est représenté par la Figure 1. Mais 'arbre canonique de Shannon d’une formule de n
variables possede 2" feuilles et 2" — 1 structures A(_, _, ), ce qui ne constitue pas une
bonne représentation.

/\
/\ /\
/\ /\ /\ /\

N ANAANAAA

11

Figure 1. Arbre de Shannon de (21 A (23 ® 24)) V (22 A (23 & 24)).

2Cet arbre permet de calculer graphiquement la valeur de f pour toute interprétation i de ses variables,
tout comme une table de vérité. On descend dans ’arbre en partant de sa racine, en choisissant a chaque
noeud A(xg, L, H) soit la branche gauche L si i(x) = 0, soit la branche droite H si i(z) = 1. La valeur
de la feuille atteinte en fin de parcours est la valeur i(f) recherchée.
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Les opérations booléennes classiques peuvent étre directement effectuées sur les arbres
de Shannon. On utilise la propriété d’orthogonalité décrite par le Corollaire 2.1, illustrée
par la Figure 2, qui est satisfaite pour tout opérateur booléen x.

X

/NN TN

fx—0] f[x—1] g[x—0] g[xe1] f[xe—0] % g[x—0] flx—1] % g[x—1]

Figure 2. Orthogonalité de la forme de Shannon.

Voici un systeme de réécriture qui réalise les combinaisons booléennes, ou les opérateurs
A, =, < et @ sont supposés étre réécerits en fonction de — et V. Dans ces regles, ¢, L, H,
L', et H' dénotent des arbres de Shannon.

-AN(z,L,H) — A(x,(-L),(-H))
-0 — 1
-1 — 0
Nz, L,H)V ANz, L',H) — Az, LVL HVH) (2.5)
ovt — t (2.6)
Ivt — 1 (2.7)

2.3 Formes canoniques graphiques

La forme de Shannon est une forme canonique peu intéressante, puisqu’elle est de taille
2" — 1 si n est le nombre de variables de la formule. Nous présentons ici deux processus
de réduction qui permettent de transformer les arbres de Shannon en graphes orientés
acycliques (DAGs pour Directed Acyclic Graphs), de taille beaucoup plus raisonnable.
L’application de cette double réduction sur les arbres de Shannon conduit a une forme
canonique compacte, les BDDs (Binary Decision Diagrams ou graphes de décision bi-
naires). Nous présenterons ensuite les TDGs (Typed Decision Graphs ou graphes de
décision typés), qui sont une amélioration des BDDs.

2.3.1 Elimination des noeuds redondants

Dans un arbre de Shannon, si toutes les feuilles accessibles a partir d'un noeud portent
la méme valeur, alors ce noeud est redondant, car il n’apporte aucune information sur la
fonction, et il peut étre remplacé par une feuille portant cette valeur. Nous appellerons
arbre réduit de Shannon d’une fonction f I’arbre obtenu par élimination de tous les noeuds
redondants de I’arbre de Shannon de f. L’arbre réduit de Shannon est évidemment cano-
nique. La syntaxe donnée précédemment contient aussi les arbres réduits de Shannon.
Pour obtenir I'arbre réduit, il suffit d’appliquer jusqu’a saturation la regle 2.8.

ACHH) — H (2.8)
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Il faut noter que, contrairement a celle de ’arbre de Shannon, la taille de ’arbre réduit
d’une formule dépend de I'ordre des variables selon lequel est effectuée ’expansion. La
Figure 3 montre I’arbre réduit de Shannon de la formule (z; A (z3® a4)) V (22 A (25 < 24)).

/\

A A
R AA

Figure 3. Arbre réduit de (z1 A (23 ® a4)) V (22 A (x3 < 24)).

La négation sur les arbres réduits est effectuée avec les mémes regles de réécriture que
celles utilisées pour les arbres de Shannon. Pour évaluer la disjonction de deux arbres
réduits, on ajoute la regle suivante, et on utilisera la commutativité de la disjonction.
Dans cette regle, on définit < par : x, < 0; z < 1; xp =< A(zj,-,-) si et seulement si
kE<j.

(x <t) =
tVAw, L,H) — Az, (tVL),(tVH))

On notera dans la suite par || la taille d'une représentation ¢, c’est a dire le nombre
de structures A(_, _,_) contenues dans ¢. Le calcul des arbres réduits reste évidemment
exponentiel, comme le montre le théoréeme suivant.

Théoreme 2.3 Le calcul de l’arbre réduit de Shannon d’une formule propositionnelle est
exponentiel. Plus précisément, il existe au moins une formule de n variables, de taille
O(n), dont larbre réduit est de taille 2" — 1, et ceci quel que soit l'ordre choisi sur les
variables pour effectuer ’expansion de Shannon.

Preuve. Tout arbre réduit a une taille bornée par 2" —1, ot n est son nombre de variables.
Soit la formule (21 & 22 @ ... B x,,). Elle utilise n variables et sa taille est en O(n). Nous
allons montrer que la taille de son arbre réduit est 2™ — 1.

Soit fi la formule (xp @ xpyq1 & ... B x,). 1l est clair que fy[zr « 0] = fry1, et
que frlry < 1] = =fxr1. Donc xy est forcément non redondante dans la formule fy,
et arbre réduit Ty de celle-ci sécrit T, = A(wy, Lg, Hy), ou Ly (respectivement Hy)
est I'arbre réduit de fr; (respectivement —fy.1). Soit s; la taille de I'arbre 7. On a
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Sk — ‘Lk’ + ’Hk‘ + 1. Comme Lk = ﬁHk, on a ’Lk‘ = ‘Hk’ = ’Tk-l—l'a d’ou Sk = 28k+1 + 1.
Comme T, = A(x,,0,1), on a s, = 1, et donc s = 2" ¥*1 — 1. Finalement, la taille de la
formule f; est 2" — 1.

On peut alors remarquer que fi(xy,...,2,) = 1 si et seulement si il y a un nombre
impair de 1 dans [z7...x,]. Ceci signifie que la fonction f; est symétrique, c’est a dire
invariante pour toute permutation de ses variables. En particulier, quel que soit 'ordre
choisi sur les variables, la taille de son arbre réduit est 2™ — 1. O

La complexité du calcul des arbres réduits est liée a la complexité du probleme con-
sistant a savoir si une variable est redondante dans une formule. Une variable z est
redondante dans une formule f si et seulement si (f[x < 0] < f[z < 1]). Or tester si une
variable x est redondante sur un arbre réduit consiste simplement a parcourir I’arbre pour
vérifier 'absence d’occurrence de z, ce qui est fait linéairement par rapport a la taille de
I’arbre réduit, alors que le test de redondance est NP—complet sur une formule.

Théoreme 2.4 Savoir si une variable est redondante dans une formule propositionnelle
est un probleme NP-complet.

Preuve. Soit f une formule propositionnelle de longueur n. Considérons la formule f’
définie par (f A x), ou la variable x n’a pas d’occurrence dans f. Cette formule f’ est
construite en O(n). On a évidemment f'[x < 0] = 0, et f'lz « 1] = f. Alors f est
satisfiable si et seulement si x n’est pas redondante dans f’, ce qui montre que le probleme
de la redondance est NP—difficile.

Réciproquement, soit f une formule de longueur n. On construit la formule [’ définie
par (flx <= 0] ® flz + 1]) en O(n). Alors x est redondante dans f si et seulement si f’
n’est pas satisfiable. Donc le probleme de la redondance se réduit polynomialement au
probleme de la satisfiabilité. O

L’élimination des noeuds redondants diminue considérablement la taille des arbres de
Shannon dans bien des cas. Une facon d’étudier l'intérét des arbres réduits par rapport
aux arbres de Shannon est de calculer la fonction de répartition de leurs tailles, ainsi que
leur taille moyenne.

Soit N!' le nombre d’arbres réduits de taille s utilisant tout ou partie des variables
{z1,...,2,} avec un ordre fixé. On dispose des identités suivantes. Les fonctions admet-
tant un arbre réduit de taille nulle sont les fonctions qui ne possedent aucune variable non
redondante, c’est a dire les deux fonctions constantes 0 et 1, d’ou N}’ = 2. Les fonctions
sur n variables x1,...,x, qui possedent exactement une seule variable non redondante
sont les fonctions du type AZ.(zx) ou AZ.(—zy) pour 1 < k < n, d'ou NJ* = 2n. Une
fonction sans variable est constante, donc de taille nulle, d’'ot N? = 0 pour s > 0. La
taille maximale d’un arbre réduit sur n variables est 2" — 1, d’ou N = 0 pour s > 2" — 1.
Le nombre de fonctions de {0,1}" vers {0,1} est 22", d’ou (X2, N") = 22",

Le nombre N est la somme de N?~!, qui est le nombre d’arbres réduits de taille s

utilisant tout ou partie de {1, ..., 2,1}, et du nombre d’arbres réduits de taille s utilisant
la variable x,. On construit un arbre réduit A(z,,t,t') de taille s utilisant la variable z,
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s\n [ O] 1] 2 [ 3 4 5
0 2| 2 2 2 2 2
1 2 4 6 8 10
2 8 24 48 80
3 2 46 172 420
4 72 544 2000
5 72 1464 8643
6 32 3392 34464
7 2 6520 125148
8 10472 418504
9 13296 1284144
10 13408 3619744
11 9904 9356792
12 4896 22163360
13 1280 48026690
14 128 95006460
15 2 | 170962500
16 278598300
17 408770400
18 536272800
19 623837700
20 636879100
21 563235300
22 424271100
23 266115100
24 134750100
25 52805790
26 15122820
27 2930112
28 347264
29 21376
30 512
31 2
[smoyen| 0] 05 | 1.625 | 4.085938 | 9.152008 |  19.30384

Table 1. Répartition par taille des arbres réduits de Shannon.

en choisissant deux arbres réduits ¢ et ¢’ sur {zy, ..

t #t'. On en déduit les équations suivantes :

2s—1

m;:_mf+(2pw*xNgLO

k=0
2s

Ny, = N;;ﬁ(Z Nyt x N3

k=0

> _ Nn—l

 Tn_1}, tels que [t + |t = s—1 et
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0 s / (R"-1)

Figure 4. Distribution normalisée des arbres réduits.

La Table 1 donne les valeurs de N pour 0 < n < 5. La taille moyenne pour n = 6 est
39.60765, avec un maximum (1.951548 10'8) d’arbres de taille 40. La taille moyenne pour
n =7 est 80.21515, avec un maximum (2.537742 1037) d’arbres de taille 81.

La Figure 4 montre les distributions normalisées des arbres réduits de Shannon construits
sur n variables en fonction de leur taille, pour 3 < n < 7. La distribution N} a été
normalisée en recadrant les valeurs pertinentes de N dans le carré [0,1] x [0,1], ce qui
est réalisé en tragant les points (x,y) paramétrés par s pour n fixé, et définis par :

s
2n —1
N
max,(N")

xr =
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Ces courbes de distribution normalisées montrent que le maximum de la fonction As.(N7'),
qui semble en 22°™ | est obtenu pour une valeur de (s/(2" — 1)) qui converge trés vite vers
une constante C’, et dont la valeur expérimentale est assez proche de la constante C' définie
dans le Théoreme 2.5 présenté dans la suite. La distribution normalisée semble converger
vers une fonction nulle partout sauf en C’, mais nous n’en avons pas une preuve explicite.

Nous pourrions expliciter N en calculant g,(y) = (X532, NFy¥), qui est la fonction
génératrice [69] associée a (N]')g>0. L’équation de la fonction génératrice peut s’obtenir a
partir des équations 2.9 et 2.10, ou plus directement a partir de 1’égalité

An = An_l U {Z’n} X (-An—l X An—l - {(tvt) / te An—l}),

et I'utilisation des lemmes élémentaires de dénombrement [69, 122], d’ou on obtient :

gn¥) = gn1(y) +y(gi_1(y) — Gur(¥?))

Nous ne sommes pas parvenus a résoudre cette équation. La difficulté du probleme vient,
entre autres, que les arbres réduits ne peuvent pas se décrire avec un systeme de réécriture
régulier [39]. Sans doute des chercheurs plus aguerris y parviendront [122, 115, 61, 62, 2,
3, 33]. Cependant, nous pouvons obtenir la taille moyenne d’'un arbre réduit de Shannon
sans expliciter la fonction N, comme le montre le théoreme suivant.

Théoréme 2.5 Soit t,, la taille moyenne d’un arbre réduit utilisant tout ou partie des
variables x4, ..., x,. On a ’égalité :

. n—1 1
th = 2 (H(l—sz)>—L
k=0
c’est a dire :
t, ~ 0.63449 x 2",

qut est donc exponentielle par rapport a n.

Preuve. Soit A, l’ensemble des arbres réduits utilisant tout ou partie des variables
T1,...,%,, et t, la taille moyenne d’un élément de A,. Par définition, on a 1’égalité
tn = (Ciea, |t])/2%, d’ott on obtient :

22, = > |t

te A,
= >+ X (H++1)
teA,—1 teAn_1
t'eAn_1
t#t!

= 2 Y Y (D

teAn—l t/ 6«41171
t' £t

= 22+ Y (( > \ty+yt'y+1>—21t\_1)

teAn_1 tlE-Anfl
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— 22n71tn_1 + Z (22n1 . 1 + (22n71 o 2)|t| + Z |t/|)

tGAn71 t/G.An_l

= 27 M 27T )+ (27 —2) ( 3 |t|) + 22! ( 3 |t’|)
teAn_1 t'eAn_1

2n71 2n71

ooy + 227727 — 1)+ (22 —2)2
277.71 N 1)

= 2
. 2n71 2n71+1 B 21’1,71
= 2272 D1+ 27 (2

tn—l

Cette égalité s’écrit aussi 227, = 22" (22" —1)(2tn_q + 1) + 22" 't,_1, ce qui exprime
la conservation de la moyenne de la taille des arbres réduits de Shannon par construction
de A, & partir de A,_;. On obtient finalement 22" ¢, = (22" '*1 — 1)t,_, + 22" — 1.
Posons t, = ¢, — 1. On a alors :

22" g, = (22n_1+1 — 1)gp-1,

c’est a dire, comme gy =1 :

o= o (ﬁu—?iﬂ)) 1

k=0

Le terme (TT7Z5(1 — 22k%)) converge, quand n tend vers l'infini, vers une constante C' =

0.63449. O

En conclusion, si I’élimination des noeuds redondants permet certes de réduire la taille
de la représentation, la taille moyenne reste exponentielle par rapport au nombre de varia-
bles, et la courbe de répartition —N!" en fonction de s pour n fixé— montre qu'une majeure
partie des arbres ont une taille non polynomiale. Ceci est montré par le Théoreme 2.6,
qui donne un résultat sur la répartition des tailles des arbres réduits, similaire a celui
obtenu [109] sur la répartition des tailles des formules®.

Théoreme 2.6 Pour tout € > 0 fizé€, les arbres réduits de Shannon des fonctions de n

variables ont presque partout une taille supérieure ou égale a

2n
logyn

(1—¢)

Preuve. A tout arbre nous associons une unique chaine de caracteres, construite sur
I'alphabet {z1,...,z,,0,1}, et produite par le parcours en profondeur d’abord et a gauche
d’abord de cet arbre. Ceci correspond a une notation préfixée des arbres, en sachant
que 0 et 1 sont les terminaux. Par exemple, la chaine zix501z923011 dénote 1’arbre
A(;Ul, A($2, 0, 1), A(%Q, A(ﬂ?g, 0, 1), 1))

3Cependant, comme le dénombrement effectué dans la preuve du Théoreme 2.6 ne tient pas compte
de la contrainte de répartition des variables dans l'arbre (toute variable qui occurre dans les sous-arbres
L et H de 'arbre A(x, L, H) doit avoir un ordre strictement supérieur & celui de z), il se pourrait qu’il
existe une borne inférieure (presque partout) plus précise, par exemple en O(2"), au vu de la courbe de
répartition, et du fait que la taille moyenne est en C' x 2" et que I'arbre de taille maximale est en 2". Bien
que cela semble peu vraisemblable, la question reste ouverte.
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Un arbre de s noeuds possede 2s branches, une partie de ces branches pointant sur
s — 1 noeuds distincts (construisant ainsi un arbre de taille s avec un noeud racine), les
autres branches, au nombre de 2s — (s — 1), pointant sur un terminal 0 ou 1. Un arbre
réduit de Shannon de taille s possede exactement s+ 1 feuilles, donc la chaine le dénotant
a une taille 2s + 1.

Soit N!' le nombre d’arbres réduits de Shannon de taille s construits sur n varia-
bles. Une majoration de N consiste a dénombrer le nombre de chaines sur 'alphabet
{z1,...,2,,0, 1}, de taille 2s + 1, comprenant s occurrences de symboles de variable pris
dans 'ensemble {zi,...,z,}. Il suffit pour cela de choisir la place de s symboles parmi
2s + 1, d’assigner chacune de ces s places a I'une des n variables, puis d’assigner chacune
des s + 1 places restantes a la constante 0 ou 1. On a donc :

Nn S (28 + 1> n823+1

s S

Par la formule de Stirling k! ~ v/2wk(%)*, on calcule un équivalent du membre droit de
I'inégalité pour obtenir :
4
N < ns23s
ST 7s
Ceci permet de majorer le terme N = (35_, Ni), c’est a dire le nombre d’arbres réduits
de Shannon construits sur n variables de taille inférieure ou égale a s, par le terme

n .
32 ys+123s En posant s = a—=——, on obtient :
Nz logy n?

Pour a < 1 fixé, il suffit de prendre n assez grand pour avoir N* < 22", ce qui signifie que
le nombre de fonctions de n variables ayant un arbre réduit de Shannon de taille inférieure
loZZn est négligeable devant le nombre total de fonctions a n variables.
Remarquons que dans la majoration de N7, on ne tient pas compte de la contrainte
de 'ordre des variables. Ceci signifie que ce théoreme tient si on associe a chaque fonction
son arbre réduit de Shannon minimal, c’est a dire celui construit avec un ordre optimal.

O

ou égale a «

2.3.2 Graphes de décision binaires

La taille de la représentation des formules propositionnelles qui a été présentée dans les
pages précédentes peut encore étre réduite par partage des sous-arbres identiques [102, 27].
Le partage des sous-arbres d'un arbre réduit transforme celui-ci en un graphe acyclique
orienté, ou les noeuds sont des structures A(_, _, ). En supposant que le processus de
réécriture d’une formule en un arbre de Shannon numérote les structures A(_, _, _) qui sont
créées (c’est a dire lors de I'utilisation d’une regle de type 2.2) par un indice croissant, le
partage des sous-arbres identiques se fait en utilisant la regle :

si Nj(w, L, H) et A;(x,L, H) ont été créés, et si i < j, alors
ANz, L,H) —  Nj(x, L, H) (2.11)
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On appelle graphe de décision binaire, ou BDD, d’une fonction f le graphe obtenu
en partageant tous les sous-arbres identiques de l'arbre de Shannon réduit de f. La
Figure 5 montre le BDD de la formule (z1 A (23 ® 24)) V (22 A (z3 < 24)). Modulo l'ordre
des variables, les BDDs [27] sont une représentation canonique des fonctions booléennes.
Bien entendu, la taille du graphe obtenu dépend de 'ordre des variables suivant lequel est
effectuée I'expansion de Shannon. Cette transformation de I'arbre réduit en graphe permet
de diminuer considérablement la taille de la représentation d’une formule. Par exemple, la
formule (77, & (22 & (23 < ... (Tp—2 < (Tp—1 © x,))...))) qui possede un arbre réduit
de taille 2" — 1 pour tout ordre, admet un BDD de taille 4n — 1 pour n’importe quel ordre.

/\
/\ N

ng

0 1 1 0
Figure 5. BDD de (1 A (23 ® x4)) V (22 A (23 < 24)).

Le théoreme 2.7 affirme que la taille d’'un graphe de décision est non polynomiale dans le
pire cas.

Théoréme 2.7 Soit f le graphe de décision d’une fonction de {0,1}" dans {0,1}. On a :

"= of?)

Preuve. Nous allons construire un BDD de taille maximale, utilisant n variables, et
montrer que sa taille est en O(2"/n). Considérons un arbre de Shannon & n variables
{x1,...,2,} completement expansé. Il possede 2" — 1 noeuds, et chaque variable xy
apparait 2*~! fois dans 'arbre. La taille maximale est obtenue en étudiant le nombre
maximal de graphes dont les variables sont incluses dans {xg,...,x,}, pour 1 < k < n.
Autrement dit, on va chercher le nombre maximal de graphes qui peuvent étre construits
sur le systeme {zy,...,2,}, ce qui nous donnera un graphe réduit de taille maximale sur
les parties inférieures du graphe global, et nous indiquera la limite a partir de laquelle il
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n’y a plus de partage possible. Soit Ny le nombre de graphes utilisant tout ou partie des
variables {xy, ..., z,}. C’est aussi le nombre de fonctions a n — k + 1 variables, donc :

Ny = 22
Un graphe de taille maximale est construit ainsi. Sur l’arbre de Shannon compléetement
expansé, on part du niveau n et on remonte vers la racine de telle facon qu’au niveau k, on
construit —si c’est possible— tous les Ny, graphes existants sur les variables {xg, ..., z,},
afin de maximiser la taille du graphe résultant. On peut construire les N, graphes au
niveau k tant qu’il y a suffisamment de noeuds x; dans I’arbre de Shannon. Comme il y
au plus 2¥~! noeuds zy,, ce processus continue tant que N, < 2¥71 et cesse pour le plus
grand entier s tel que N, > 2°~!. Comme N}, décroit et 2¥~! croit quand k augmente, s
est la partie entiere du réel x, avec z satisfaisant N, = 2°7!. En notant mazsize(n) la
taille maximale d’'un BDD utilisant n variables, on a :

mazsize(n) = > 281+ Y N
k=1 k=s+1

= 2142774 Y 2
k=s+2
= 29422 4 o(2")

L’équation N, = 271 g’écrit 2" ** =z — 1, soit n = z — 1 + logy(x — 1) pour n > 0.
Posons « = 2Y+41. On a donc la solution de I’équation N, = 2*~! décrite par un parametre
réel y déterminé de facon unique par n :

= 2Y+y, et
r = 2+ 1.
Comme s = [z], s est un entier tel que 2¥ < s < 2¥ 4+ 1, soit s = 2Y + a(y), avec
0 <a(y) <1. On adonc :
mazsize(n) = 92 +aly) 4 927w 0(22y_a(y))
On déduit immédiatement :
272 X mazsize(n) = galy) 4 g2V -2 | 0(22y_a(y)_2y)

Il est aisé de voir que 2% ~ % quand y — +o00. On a donc :
21(204@) + 229*0‘@)—29)

mazxsize(n) ~
n

On a donc mazxsize(n) = O(2"/n), puisque 0 < a(y) < 1. Comme il n’existe qu'un facteur
constant entre les graphes binaires et typés, la taille du graphe maximal sur n variables
est en O(2"/n).

Pour étre plus précis, nous montrons maintenant que la fonction (2% 4 22
(avec 0 < a(y) < 1) est asymptotiquement incluse et dense dans [1,2] pour y — +oc.
Ceci montrera que la taille maximale d’'un BDD sur n variables varie asymptotiquement,
en équivalence, et continiment, entre % et #

y*a(y),gy)



2.3. FORMES CANONIQUES GRAPHIQUES 41

Prenons une séquence d’entiers n tendant vers l'infini, telle que 0 < € < a(y) < 1. Sur
cette séquence, on a évidemment mazsize(n) ~ 2% x 2" /n. Si de plus a(y) converge
vers une constante a, alors tout point de [2¢,2] peut étre atteint par 2% & Dinfini. Par
exemple, la borne supérieure 2 est atteinte pour a(y) constamment égal a 1, ce qui est
réalisé entre autres pour la séquence n = 2P + p avec y = p entier tendant vers l'infini.

Etudions maintenant le comportement de (2°%) + 22y_a(y)_2y) pour une séquence
d’entiers n tendant vers 'infini, telle que a(y) — 0. On a alors :

Yy

20W) 4 922 = 1 49 WEn
a(y)—0

Pour a(y) = f(y)/2¥ avec f(y) = o(2¥) (car a(y) — 0), et lim, 1 f(y) = +o0, le
membre de droite converge vers 1, donc la borne inférieure est bien asymptotiquement
atteinte. Cependant, comme la pratique impose des valeurs de n relativement petite (de
I'ordre de 100), le BDD maximal obtenu en pratique est “plutot” de taille % O

Les résultats sur la taille moyenne des arbres réduits de Shannon donnés Section 2.3.1
montrent que la taille moyenne d’'un BDD d’une fonction de {0,1}" dans {0, 1} est aussi
non polynomiale en n, car le gain du partage ne peut étre suffisant pour passer de
I’exponentiel au polynomial. Ce dernier point s’explique en relevant qu'un arbre sans
label de taille n ne peut espérer en moyenne qu’une taille O(n/+/logn) apres partage des
sous-arbres identiques [62].

Le Théoreme 2.8 donne un résultat sur la répartition des tailles des BDDs, similaire
a celui obtenu [109] sur la répartition des tailles des circuits. Comme la taille maximale
d'un BDD est en 3(n)% avec 1 < f(n) < 2, le résultat du Théoréme 2.8 est optimal®.
On déduit de ce théoreme que la taille moyenne des BDDs est asymptotiquement (en
équivalence) comprise entre % et 27:1

Théoreme 2.8 Pour tout € > 0 fixé, les BDDs des fonctions de n variables ont presque
partout une taille supérieure ou égale a

27'L

(1—¢) —
Preuve. La preuve est similaire a celle du Théoreme 2.6, au dénombrement pres. Sur
Valphabet {[k:z;] /1 <j<n,1<k<2"}U{[k] /1 <k <2"}U{0,1}, on construit une
unique chaine de caracteres produite par le parcours d’'un BDD en profondeur d’abord et
a gauche d’abord, avec étiquetage des noeuds atteints. Ceci permet d’écrire un graphe en
notation préfixée, en sachant que 0, 1, et [k] sont les terminaux. Par exemple, la chaine

4La courbe de répartition des BDDs présente une accumulation majoritaire au-dessus de la valeur
moyenne : assez curieusement, le gain di au partage est surtout effectif pour les “petits” arbres, la
compaction des “gros” arbres, qui constituent la majorité, ne contribuant que tres peu au gain de la
représentation sous forme de BDD. Encore plus curieusement, pour les valeurs de n telles que la taille
maximale se rapproche de % (i.e. B(n) tend vers 1), la valeur moyenne est aussi en %, ce qui montre
I'existence d’un pic d’accumulation autour de la valeur maximale : pour une telle séquence de n, la
probabilité —apres avoir ramené l'espace R? sur un carré [0, 1]2— d’avoir un graphe de taille non nulle
tend vers zéro!
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[1:249][2 2 23][3 : w4][4 : 25]10[5 : 25]01[6 : x4)[5][4][7 : x2][2][8 : 23][9 : 24][5]1[6] dénote le
graphe de la figure suivante.

10 0O 1

Figure 6. Exemple de BDD dénoté par une chaine.

Un graphe de taille s est ainsi dénoté par une chaine de taille 2s 4 1, constituée de
I'étiquetage des s noeuds (du type [k : z;]) et des s + 1 terminaux (du type 0, 1, ou [k]).
Soit N!' le nombre de BDDs de taille s construits sur n variables. Une majoration de Nj
consiste a dénombrer le nombre de chaines construites sur I’alphabet décrit plus haut, de
taille 25 4+ 1, comprenant s occurrences de symboles [k : x;]. Il suffit pour cela de choisir
s places parmis 2s + 1, d’assigner ces s places a I'une des n variables (1'étiquetage étant
fait par ordre croissant), puis d’assigner les s + 1 places restantes aux terminaux 0, 1, ou
[k], avec 1 < k < s — 1 (car tout noeud peut étre référencé, c’est a dire partagé, sauf la
racine). On a donc :

2 1
Nsn S <5+ >ns(8+1)8+1
S

Par la formule de Stirling k! ~ +/ 27rk:(f)k, on obtient un équivalent du terme de droite, ce

qui donne :
Nt o< Snses(2s 4+ 1)
TS

Ceci permet de majorer asymptotiquement le terme N7 = (37_, NI), c’est a dire le
nombre de BDDs de taille inférieure ou égale a s, par le terme de droite de la derniere
inégalité, a une constante ¢ pres. En posant s = a%, on obtient :

N"l S C2062”(1_’_ logi 4o )

S
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Pour a < 1 fixé, il suffit de prendre n assez grand pour avoir N* < 22", ce qui signifie que
le nombre de fonctions de n variables ayant un BDD de taille inférieure ou égale a a% est
négligeable devant le nombre total de fonctions a n variables.

Remarquons que dans la majoration de N, on ne tient pas compte de la contrainte de
I'ordre des variables. Ceci signifie que ce théoreme est vrai si on associe a chaque fonction
son BDD minimal, c’est a dire celui construit avec un ordre optimal. O

2.3.3 Graphes de décision typés

L’arbre de Shannon de la fonction (—f) est obtenu a partir de ’arbre de Shannon de f
en effectuant une copie de ce dernier, et en complémentant ses feuilles (les feuilles 0 sont
changées en 1 et réciproquement). La négation sur les arbres de Shannon s’effectue donc
en O(|f]). La justification des arbres typés de Shannon est de fournir un processus de
négation beaucoup plus efficace, en O(1).

L’idée utilisée, proposée initialement par S. B. Akers [4], est d’indiquer les négations
au lieu de les réaliser. Ceci consiste a typer les arcs des arbres de Shannon. On obtient
ainsi une nouvelle représentation arborescente des fonctions booléennes, dans laquelle une
structure A(, _,_) typée “4” dénote I'arbre de Shannon, cette méme structure typée
“—7" indiquant qu’il faut complémenter I’arbre représenté pour obtenir ’arbre de Shannon
correspondant. Voici une syntaxe contenant les arbres typés de Shannon :

< tree > = < type >< vertexr >
< werter > = A(<war >, < tree >, < tree >)
n= 1
< type > 1= +|—
<wvar > = x| .| 2y,

L’interprétation des arbres typés de Shannon exprimée avec la forme de Shannon est la
suivante :

+A(x,L,H) = A(x,L,H)
—AN(z,L,H) = -A(x,L,H)
Le probleme est qu’il y a plusieurs fagons de disposer les types pour dénoter une méme

fonction. Il faut donc trouver des regles qui rendent cette représentation canonique. Un
moyen de rendre canonique cette forme est présenté ici [18, 89].

Une fonction f est dite positive si f(1,1,...,1) = 1, sinon elle est dite négative>. On
peut aussi définir inductivement les fonctions positives et négatives : la fonction 1 est

°La négation réalise un isomorphisme entre (Ff,V,A) et (F™,A,V), ot F} (respectivement F™) est
I'ensemble des fonctions positives (respectivement négatives) de ({0,1}" — {0,1}). FZ est stable pour
toute fonction f k-aire sur F" telle que f(1,1,...,1) = 1. Par exemple, F7 est stable pour les opérations
A, V,=, et <, mais pas pour I'opération @. Ainsi, la conjonction de fonctions positives est positive, donc
différent de 0, et donc satisfiable. Ceci permet de résoudre le probleme de la satisfiabilité ou de la validité
a partir des types des différentes formules utilisées pour décrire une formule f, sans réaliser totalement la
réécriture canonique de toute la formule f.
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positive ; la fonction 0 est négative ; pour toute fonction f et toute variable x, f est
positive (respectivement négative) si et seulement si la fonction f[z < 1] est positive
(respectivement négative). On dénote alors explicitement le type d'une fonction par le
type de son arbre associé.

L’arbre typé de Shannon d’un arbre de Shannon ¢ s’obtient par évaluation de Type(t),
ot la fonction Type est définie par :
Type(A(z, L, H)) = TypeUp(z, Type(L), Type(H))
Type(0) = -1
Type(l) = +1

TypeUp(z, +L,+H) = +A(x,+L,+H)
TypeUp(z,—L,+H) = +A(x,—L,+H)
TypeUp(x,+L, H) = —A(z,—L,+H)
TypeUp(z, H) = —A(z,+L,+H)

On montre que ce systeme est canonique parce qu’il n’autorise I'occurrence du type négatif
que sur les branches gauches. La Figure 7 montre ’arbre typé de Shannon de la formule
((I‘l AN ($3 D 1’4)) V (112 VAN (1‘3 <~ 1‘4)))

/\
/\ /\
/\ /\ /\ /\

AN AAAA AN

Figure 7. Arbre de décision typé de ((x1 A (x5 @ x4)) V (x2 A (23 < 24))).

La propriété fondamentale des arbres typés de Shannon, en plus de leur canonicité, est
la négation en O(1). Pour obtenir l'arbre typé de Shannon de (—f), il suffit d’inverser le
type de I'arbre typé de Shannon de f, c’est a dire que la négation sur les arbres typés de
Shannon s’exprime par les regles :

(=t) — —t
- = +
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Quant aux combinaisons booléennes sur les arbres typés, il suffit de remplacer les regles 2.5
a 2.7 par les suivantes :
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+A(z,L,H)V+A(x,L',H") — +A(z,LVL ,HVH')
Az, L, H)V+A(z, L',H) — +A(x,—LVL,—HVH)
+A(z, L,H)V =A(z,L'H") — +A(x,LV-L,HV —H')
Nz, L,H)NV =Nz, L', H') — +AN(z,—LV—-L,—HV —H')
(vt — t
(+) vt — +1

Tout comme I’élimination des noeuds redondants et le partage des sous-graphes de la
forme de Shannon conduit a la forme graphique canonique des BDDs, le méme pro-
cessus de réduction peut étre appliqué sur la forme typée de Shannon, conduisant aux
graphes de décision typés, ou TDGs. La Figure 8 montre ’arbre typé réduit de la formule
(A (23D 24)) V (22 A (3 & 24))), et la Figure 9 montre son TDG associé.

1
Figure 8. Arbre réduit typé de ((z1 A (z3 ® 4)) V (22 A (23 < 24))).

Comme les TDGs permettent de partager une fonction et sa négation, ils constituent
une représentation plus dense que les BDDs. Par exemple, la formule (1 @ 2o & ... D z,,)
est représentée par un BDD de taille 2n — 1 et un TDG de taille n, pour n’importe quel
ordre. Ceci est aussi montré par la Figure 10 qui donne la croissance des BDDs et TDGs
associés aux sorties d'un additionneur n—bits. La croissance des BDDs est en 9n [27] alors
que celle des TDGs est en 5n. Cependant le rapport entre la taille du BDD et celle du
TDG d’une fonction ne peut étre supérieur a 2, puisque la forme typée de Shannon ne
permet d’économiser que la construction des fonctions négatives.
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X

X/ \X2
1 \/ \1
o
o

Figure 9. TDG de ((z1 A (23 ® x4)) V (22 A (23 < 24))).

wo | Forme normale disjonctive

ég —— - Graphe de deécision ;

56 |—— Graphe de décision typé:
B2 : ~
RIS ; P

//
100+ P
~
~
~
80 + ///
60 + ST
,////
40+ 7
//
20+ P
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 #Entrees

Figure 10. Croissances des sommes de produits, BDD et TDG sur les additionneurs.

La compaction de la représentation des formules propositionnelles peut étre poursuivie
en enrichissant le type des structures A(_, _, ), ce qui permet de jouer sur le codage
et la répartition des négations. Nous présentons dans 1’Annexe B deux autres formes
canoniques graphiques typées, les graphes 4-typés, et les graphes symétrisés. Ces deux
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formes sont plus compactes que les TDGs, d’environ un rapport 2. Si ces deux formes
sont intéressantes pour illustrer la variété du typage des formes graphiques canoniques, le
gain qu’elles apportent ne semble pas justifier leur utilisation pratique [101].

2.4 Manipulations de graphes de décision

A partir de maintenant, nous ne ferons la distinction entre BDDs et graphes typés (TDGs,
graphes 4-typés, graphes symétrisés) que lorsque ce sera explicitement spécifié. Par com-
modité, nous confondrons souvent une fonction et son graphe.

2.4.1 Graphe de décision d’une formule

La canonisation d’une formule est évidemment un probleme NP—complet, il en est donc
de méme du calcul du graphe d'une formule. Le calcul du graphe d’une formule f se fait
a partir de I'arbre syntaxique de f, en remontant des feuilles vers la racine. La Figure 11

>
N

,
i ) A -
A e e ®
a b a 7(‘3 (;/\ ,
G O A O O
-() JL{C) 1
1

Figure 11. Calcul du TDG de la formule (((a A b) V —¢) = d).

montre la construction du TDG de la formule (((aAb)V—c) = d). Chacune des feuilles est
substituée par son graphe élémentaire (constantes 0 et 1, ou graphe A(zy,0,1) pour une
variable ). Puis les graphes sont combinés en remontant vers la racine, par application
des opérateurs booléens intervenant dans I’arbre syntaxique de f.

2.4.2 Combinaisons de graphes de décision

Un exposé détaillé de l'implémentation des algorithmes effectuant les combinaisons
booléennes classiques (—,V, A, =, <, @) sur les graphes de décision binaires (respective-
ment les graphes de décision typés) peut étre trouvé dans [27] (respectivement dans [94]).
Nous ne rappelons ici que les principes et les complexités de ces opérations.
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On peut distinguer deux techniques pour évaluer les combinaisons booléennes usuelles
-, V,\,=,<,d. La premiere exprime ces combinaisons en fonction d’un opérateur tri-
adique [27], que nous noterons ifn. Intuitivement, ifn réalise un ifnot—then—else, c’est a
dire que ifn(f,g,h) = ((=f Ag)V (f Ah)). A partir de cet opérateur, on peut définir les
regles de combinaison suivantes sur les BDDs :

ifn(0,¢,) — ¢
ifn(l,,t) — ¢

(k = min<(t,t',t")) = (2.12)
SEn(t 1) = Al A0ty Ha o e o) S0, oy s Ho )

A(l'k?L?f)[XkeO] — L
Awg, s H) ey — H

(xp < t) =
lape] — T
(k>j)=
Az, L H) o) = D@5, Ligges]s Higpen))
-t — ifn(t,0,1)
tvt — 1fn(tt 1)
tAt" — ifn(t,0,t)
t=t — ifn(t,1,t)
tet — 1fn(t,ﬂt t)
tet — ifn(t,t, -t
<E|l‘k t) — fn(t[mm—l t[xm_o},l)
(Vap t) — 1fn(t[xkkl 0, tzp0])
tlog 1] — ifn(t tp,co) tae)) (2.13)

A ce systeme on ajoute les identités suivantes qui permettent d’accélérer le calcul :

L4 4L 4L 4l

L’évaluation du terme ifn(f, g, h) requiert au plus | f| x |g| x |h| applications de la regle 2.12
avant d’atteindre les regles terminales. La complexité de 1'évaluation de ifn(f, g, h) est
donc majorée par O(|f| X |g| x |h|). La négation est faite en O(|f|), donc les opérations
usuelles voient leur complexité bornée par une fonction quadratique. On montrera dans
le Théoreme 2.9 que le pire cas, c’est a dire quadratique, est effectivement atteint.
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La seconde technique [94] consiste a descendre 'opération a effectuer jusqu’aux feuilles des
DAGs grace aux trois premieres regles ci-dessous, puis on applique les regles terminales de
combinaison associées a chaque opérateur. La encore, on ajoute a ce systeme des regles
de simplification directe, par exemple I'idempotence des opérateurs V, A\, =, <.

apply(o, ANy, L, H), N(wg, L', H'))
(rp < t) =
apply(o, A(zg, L, H),t)

(xp <) =
apply(o,t, A(xy, L, H))

apply(V,0,t)
apply(V,t,0)
apply(V, 1,t)
apply(V,t, 1)

apply(A,0,t)
apply(A,t,0)
apply(A,1,t)
apply(A,t, 1)

apply(=-,0,1)
apply(=-,t,0)
apply(=-,1,t)
apply(=-,t,1)
apply(<,0,1)
apply(«<,t,0)
apply(<, 1,t)
apply(<,t,1)

=0

-1
~A(z, L, H)

tvt
tAY
t=t
tet
tt

%

Ll Ll \

U

L1 1d

L1l

L4 L 4l

A(zy, apply(o, L, L"), apply(o, H, H'))
A(zy, apply(o, L, t), apply(o, H,t))

A(ajk’a apply(o, t? L)? applY(07 ta H))

=t

-t
=t

0
AN(z,—~L,—H)

apply(V,t,t")
apply(A,t,t')
apply(=,t,t')
apply(<,t,t)
—apply(<,t,t)



2.4. MANIPULATIONS DE GRAPHES DE DECISION 51

Théoreme 2.9 Soient f et g deux graphes de décision binaires. La complexité du calcul
du graphe de décision binaire de (—f) est en O(|f|), celui du graphe de décision binaire de
(fxg) est en O(|f] % |g|), ot x est un opérateur booléen diadique quelconque (par exemple
VoA, =, <, ou D).

Preuve. La négation d'un BDD f nécessite une recopie de celui-ci avec inversion des
feuilles, d’ou une négation en O(|f|). Nous avons vu que I'obtention du BDD de (f % g)
requiert au plus |f| X |g| applications de la regle 2.12. Montrons maintenant que la taille
du BDD de (f x g) est en O(|f| x |g]). Cette preuve est due a Bryant [28]. Par nature,
la taille du BDD de (f % g) est bornée par |f| x |g|. Considérons maintenant 2n + 2m
variables x1 < ... < Tg,10m,. Soient les formules

f =

N

S
I

Eond Eod

£<3 £<:

(xp A xn+m+k)> et (2.14)
(Zlfn+k VAN $2n+m+k)> . (2.15)

Leurs BDDs ont respectivement les tailles 27t et 27*!. On a :

n—+m
f\/g = ( \/ (mk /\xn-i-m-i-k)) 5

k=1

dont le BDD est de taille 2771 c’est a dire (|f| x |g|)/2. La complexité du calcul de
(f *g) est donc en O(|f| x |g|) pour I'application des opérateurs booléens V, A, =, <, @.
O

Théoreme 2.10 Soient f et g deuzx graphes de décision typés. La complexité du calcul
du graphe de décision typé de (—f) est en O(1), celui du graphe de décision typé de (f xg)
est en O(|f] % |g|), ot * est un opérateur booléen quelconque.

Les opérateurs booléens usuels ont donc des cotits tout a fait raisonnables sur les
graphes, puisque polynomiaux par rapport aux tailles des graphes. Pour implémenter
I’évaluation d’une fonction n—aire g, il suffit de généraliser 'opération x au cas n—aire, et
donner les réécritures de g dans les cas terminaux (potentiellement 2™ cas terminaux sont
nécessaires pour décrire completement g). La complexité de I’évaluation de g(fi,..., fn)
sera finalement bornée par O(ITy_; | fx|)- En résumé, I’évaluation d’une opération n—aire
implémentée “en dur” se fait au pire polynomialement de degré n.

2.4.3 Composition de graphes de décision

Nous abordons ici I’évaluation de g(fi, ..., f,) dans le cas ou g est donnée sous la forme
d’un graphe. Nous étudions d’abord la substitution d’une variable d'un graphe par un
autre graphe, puis le probleme de la composition en général.

D’apres la regle 2.13, la substitution d’'une variable dans un graphe g par un graphe
[ s'effectue avec une complexité bornée par O(|g|*> x |f|). D’un autre coté, il est clair
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que la substitution d’une variable d'un graphe g par un graphe f peut étre au moins en
O(lg| x |f]). 11 suffit de considérer les variables xy < 1 < ... < Zoy1om, et prendre

g = (xo V (\n/ ([L’k A\ l‘n+m+k))) et

k=1

fo= <\7 (Tnk A 952n+m+k)> :

k=1

La substitution de la variable o du graphe g par le graphe f conduit a calculer (VL7 (x5 A

Tnim+k)), dont la preuve du Théoréme 2.9 a montré la taille en O(|f| x |g|). Cependant,
le probleme de savoir si le pire cas est en O(|g| X |f]) ou en O(|g|* x |f]) reste ouvert.

Le probleme de la composition est une généralisation du probleme de la substitution.
Ce probleme est le suivant : étant donnés les graphes des formules f1, ..., f, et g, calculer
le graphe de la formule gx; < fi1,..., x, < fu]. La composition est une opération in-
trinsequement plus complexe que celles vues précédemment, comme le montre le théoreme
suivant.

Théoreme 2.11 La composition sur une forme canonique est NP—difficile.

Preuve. Nous donnons la preuve sur le cas particulier des graphes de décision, son exten-
tion a une forme canonique quelconque ne demandant que des développements techniques.
Soit C' = (A}_; ¢x) une 3—forme normale conjonctive composée de n clauses. Chaque clause
est une disjonction de trois littéraux, donc son graphe est construit en un temps constant.
Ainsi le calcul des graphes fi,..., f, des n clauses est en O(n). Soit g le graphe de la
fonction Alzy ... x,).(Aj_; xx). Ce graphe est un peigne construit en O(n). Tester si un
graphe est différent de zéro est en O(1). Comme C' est satisfiable si et seulement si le
graphe de g(f1,..., fn) est différent de 0, calculer g(f1,..., f,) est NP—difficile. O

On obtient un théoreme plus précis sur les graphes avec I'hypothese d'un ordre des
variables fixé.

Théoreme 2.12 FEtant donné un ordre fixé des variables, la composition est un probleme
de complexité au moins exponentielle vis-a-vis de la taille des graphes et/ou du nombre de
variables utilisées. Plus précisément, il existe des graphes fi, ..., fn, g ayant 2n variables,
dont la taille cumulée est en O(n), tels que le graphe de g(fi,..., f.) est en O(2").

Preuve. Nous allons exhiber des graphes g et fi,..., f,, construits sur 2n variables, tels
que (lg| + >Xr_1 |fxl) = O(n), et tels que |g(fi,...,f.)] = O(2"). On pose l'ordre des
variables suivant : y; < yo < ... < Yo,. Soit

g = )\[:cl...a:n].<k/i\lxk>

Le graphe de cette fonction est une branche de profondeur n, donc de taille en O(n).
Soient les n fonctions fi, ..., f, définies par

fr = ANyi---von)-(Uk © Yon—kt1),
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pour 1 < k < n. Les BDDs des fonctions fj sont de taille 3 (de taille 2 pour les TDGs),
done (37_; |fx]) = O(n). On déduit finalement que (|g| + Xp_; |fx]) est en O(n). La
composition g(fi,..., fn) est la fonction Ay.(AZ_; fx(¥)), qui s’écrit donc

el ( At = )

k=1

Le graphe de la formule ((y1 < yon) A (Y2 < Yon—1) A oo A (Y < Yns1)) est en O(27),
comme le montre le Lemme 2.1. a

Lemme 2.1 La formule (11 < Yon) A (Y2 < Yon—1) Ao . A(Yn < Yni1)) posséde un graphe
de décision en O(2") pour Uordre y1 < ya < ... < Yap.

Preuve. Nous montrons que le BDD de ((y1 < yon) A (Y2 < Yon-1) A oo A (Un < Yni1))
est de taille 3(2" — 1) par récurrence. Une preuve analogue montre que le TDG de cette
formule est de taille 3(2" — 1) — 1.

Considérons le graphe t, montré Figure 12. Il utilise 2n variables y; < yo < ... < Yop,
et est totalement expansé sur les n + 1 premieres variables. Par définition, les 27! sous
graphes G} (1 < j < 2"~1) sont tous différents. Soit s,, le nombre de noeuds nécessaires
pour représenter ces 2" ! sous graphes G’ La taille de t,, est donc (sn + ZZI% 21 soit
[t =27 + 5, — 1.

On effectue alors le produit de ¢, avec (a < b), tel que y, < a < b < y,.1. Le graphe
de (a < b) doit étre introduit au milieu du graphe t,,. On obtient la nouvelle structure de
graphe donnée par la Figure 13.

Cette structure est analogue a celle de t,,, a savoir que ’expansion du graphe est faite
sur les n + 2 premieres variables (i.e. yi,...,%s,a,b), et qu'a partir d'un graphe G, on
construit les deux graphes ng_ll = (Y11 ANGY) et G;‘;Ll = (Ynt1 A G}), clest a dire
Gg‘j_ll = A(Ynt1,G},0) et ngl = A(Ynt1,0,G%). Les 2" nouveaux graphes G;-“Ll ont un
nombre de noeuds s,,; = s, + 2". Donc le graphe ¢, est de taille 2" + 5, ,; — 1.

Pour n = 1, on a s; = 0, donc s, = (X721 2%), c’est a dire s, = 2" — 2. Donc la
taille de t,,, soit la formule ((y1 < yon) A (Y2 < Yon—1) A oo A (Yn < Yns1)), est égale a
2mtl 4 9m — 2 — 1, Cest a dire 3(2" — 1). O

La composition est donc au moins exponentielle si 'ordre des variables est fixé. Cependant,
le lecteur pourra objecter que la formule ((y1 < y2n) A (Y2 € Yon—1) Ao A (Yn € Yns1))
utilisée dans la preuve du Théoreme 2.12 possede un graphe en O(n) avec lordre
Y1 < Yo < Yo < Yono1 < ... < Yn < Ynar1- On peut alors légitimement se poser la
question suivante : si I'on est capable de modifier dynamiquement 1'ordre des variables
de fagon a minimiser la taille des graphes manipulés, y-a-t-il un moyen d’obtenir un algo-
rithme de composition non exponentiel en mémoire? Quelques remarques suffisent pour
répondre par la négative. Premierement, le probleme d’obtenir un “bon ordre”, c’est a
dire un ordre qui minimise la taille du graphe d’une fonction, est lui-méme NP—difficile.
Deuxiémement, il existe des fonctions (voir Théoreme 2.20, Section 2.5) dont le graphe
est exponentiel vis-a-vis du nombre de variables utilisées, quel que soit I'ordre choisi sur
celles-ci. Pour cette derniere raison, il est certain que la composition reste exponentielle,
méme si un oracle était capable de fournir dynamiquement un ordre optimal.
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N
yﬂ ...... yn ...... yﬂ
YHH/ \YHH YDH/ knﬂ yn+1/ Yn+1
NN RN
G? G? Génn—1
Figure 12. Graphe de t,,.
Y1
Yn
/ \ éééééé / \ éééééé / \

/\ /\ /\ /\ /\ /\

NN INTANS N

Yn+1 Yn+1 Yn+1 Yn+1 Yn+1

NN Y

Figure 13. Graphe de (¢, A (a < b))
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Un cas particulier de composition est celui de la composition close. Soit g(yi,...,Yn)
un graphe dont le support est inclus dans {yi,...,y,}, et soit n graphes fi,..., f,. Alors
g(fi,..., fn) est une composition close, c’est a dire que toutes les variables de g sont

substituées. On peut remarquer que tous les résultats donnés précédemment tiennent pour
la composition close, puisque toutes les démonstrations utilisent des compositions closes.
Il existe un algorithme de complexité borné par O(|g| X [Ti_, | fx|) calculant I’évaluation
close g(fi1, ..., fn). Par contre, et ceci rejoint la remarque sur la substitution d’une variable
(est-ce un probléme quadratique ou cubique ?), il semble que la composition non close soit

en O(|g|* x TTr—y | fxl)-

2.4.4 Forme sans quantificateur d’un graphe quantifié

Nous étudions ici le probleme du calcul du graphe de la forme sans quantificateur d’une
formule quantifiée (Qqz1...Qnz, f), ou f est un graphe. Les théorémes qui suivent
montrent que dans le pire cas, cette élimination conduit a un graphe de taille exponentielle
par rapport a n.

Théoreme 2.13 FEtant donné un graphe f, l'obtention de la forme sans quantificateur de
(Qz f), ou x est un symbole propositionnel, se fait en O(|f|?).

Preuve. La taille de la forme sans quantificateur de (Qy f) est celle du graphe de
(fly <= 0]V fly < 1]). Les tailles de fly < 0] et fly < 1] sont au maximum égales a
| f], donc la taille de la forme sans quantificateur de (Qy f) est forcément bornée par |f]?.
Considérons la fonction

[ = ANy zi...24).(my A g1(2)) V (y A g2(7))), avec

g1 = ML ( (xg A x2n+k)> , et

g2 = AT. (\/ (xn—o—k A «T3n+k)> .

k=1

o
= <]z

La taille de f est 2" + 1. La forme sans quantificateur de (Jy f) est AT.(g1(Z) A g2(T)),
de taille 2*"*1. Donc la taille de la forme sans quantificateur de (Jy f) est (|f] — 1)?/8.
O

Théoreme 2.14 Le probleme de I’élimination de n variables est non polynomial vis-a-vis
de la taille du graphe ou du nombre de variables utilisées.
En particulier, il existe une fonction f de n variables, telle que :

1/2

3z f| > 2T et
3z f| > 24,

ou T dénote une partie de ces n variables.

Preuve. 11 suffit de considérer un graphe completement expansé sur les n premieres varia-
bles, et dont chacun des 2" sous graphes est celui d'une formule g, (1 < k < 2"), utilisant
2n variables xf (avec 1 < j <mnou2n+1<j<3n) chacune, de la forme

gk = ( (mf/\fgnﬂ'))
j=1
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analogue a celle utilisée dans le théoreme précédent. On part donc d’une formule f de
taille (27 — 1) + (2" x 2"*1) | c’est a dire 22" + 2" — 1. Cette formule contient n + (2" x 2n)
variables, c’est a dire n(2""! + 1) variables. La forme sans quantificateur f; de la formule
(Fz, f) est de taille (271 —1)+ (271 x 2271, La forme sans quantificateur f, de la formule
(Fz,—1 Fz, f) est de taille (2772 — 1) + (2772 x 291, Par une récurrence immédiate, on
montre que la forme sans quantificateur f; de la formule (3z,,_jy1 ... 3z, f) est de taille
(27F — 1) 4 (277F x 272*+1) On en déduit la taille de la forme sans quantificateur f, de

(Fzq ... 3z, f) -
3z ... 3w, f| = 2L
On peut alors montrer que
32 f| = O(f1F).

En particulier, |3z f| > 2/ " Donc I’élimination est non polynomiale vis-a-vis de la
taille du graphe initial. La formule initiale contient v = n(2"*! 4 1) variables. On a donc
3% | > 2v/4. L’élimination est donc aussi exponentielle vis-a-vis du nombre de variables
utilisées. O

La forme sans quantificateur d’une formule close, c¢’est a dire une formule dont toutes
les variables sont quantifiées, est obligatoirement 0 ou 1. Comme le résultat est de taille
constante, on peut se demander si le test (ou le calcul) portant sur la forme sans quantifica-
teur d’'un graphe (ou d’un graphe clos) est un probleme plus fagile. Il n’en est évidemment
rien dans le cas général, comme le montre le Théoreme 2.17.

Théoréme 2.15 Soit f un graphe quelconque. Tester si (Vxi...Vx, f) = 1, ou si
(Jzy...3x, f) =0, se fait en O(1).

Prewve. (VYzy...Vx, f) =1sietseulementsi f =1, et (Jz1...3x, f) = 0si et seulement
si f =0. Comme les graphes sont canoniques, le résultat est immédiat. O

Théoréme 2.16 Soit f(zy,...,7,) un graphe de n variables zi,...,z,. Calculer les
formes sans quantificateur des formules closes (Vxy...Vx, f) et (3xy...3x, f) se fait

en O(1).

Preuve. La forme sans quantificateur d’'une formule close est la constante 0 ou 1. On a
(Vxy...Vx, f) = 1siet seulement si f =1, et (Jz1... 3z, f) = 0 si et seulement si f = 0.
Comme le graphe de f est une forme canonique, le résultat est immédiat. O

Théoréme 2.17 Soit f(x1,...,x,) un graphe de n variables z1, ..., x,. Calculer la forme
sans quantificateur du terme clos (Qxy ... Qux, f) est NP-difficile.

Preuve. Soit C' = (Ar_; ¢x) une 3—forme normale conjonctive composée de n clauses cy.
Soit n variables i, . .., y, inférieures a toutes les variables (que I'on dénotera par le vecteur
¥) apparaissant dans C'. Soit g le graphe de la formule
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(1 Acr) Vv
(=1 A ((ya Aca) V
(my2 A ((ys AN es) V

(ﬁyan A ( (ynfl A Cn71> V

(Y1 A (4 Vcn)))) -2 )

Le graphe de g est donné ci-dessous. Comme chaque clause ¢ est une disjonction de trois
littéraux, la taille de g est bornée par 4n, et il peut étre facilement construit en O(n).
Considérons alors la formule close (37 V4 ¢) qui est construite en O(n).

N\,
N
~ 3\ 2
C3
Vv,
RN
Ya-1 Cn
1/ \C »

Figure 14. Graphe de g.

La Figure 14 montre que la forme sans quantificateur de (Vy g) est (Aj_; cx). Donc la
forme sans quantificateur de (37 V¥ g) est équivalente a (37 C'). Cette formule est égale
a 1 si et seulement si C' est satisfiable. Comme (37 Vi g) est une formule close, on
peut calculer sa forme sans quantificateur de la facon suivante : si C' est satisfiable, alors
(37 Vi ¢g) = 1, sinon (37 Yy g) = 0. Donc calculer la forme sans quantificateur de la
formule close (37 Vi g) est NP-difficile. O

2.4.5 Résolution d’équations

Il suffit de reprendre les algorithmes définis Section 1.4, et d’étudier leur complexité sur
les graphes.

Pour une équation a une inconnue (Vy; ...Vy, 3z f) ot f est un graphe, la fonction
de Skolem de z (si elle existe) est calculée en O(|f|?). Dans le cas particulier ott 'ordre
sur les variables est tel que {yi,...,y,} < z, la fonction de Skolem est calculée en O(|f])
par 'évaluation du terme solve(f), ou solve est définie par :

solve(A(yg, L, H)) = A(yx,solve(L),solve(H))

)
solve(A(z,0,1)) 1
solve(A(x,1,0)) = 0

solve(l) = A(p,0,1)
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Pour une équation quelconque, la résolution est évidemment non polynomiale en général,
puisque le calcul d'une forme sans quantificateur d’un graphe est lui-méme un probleme
non polynomial. Dans le cas particulier d'une équation du type (Vy; ... Vy, 3z1 ... 3z, f)
ou f est un graphe, ce qui correspond au cas de 'unification booléenne [119, 24], avec
{Y1,--yyn} <Ax1,...,2n}, les m fonctions de Skolem sont calculées en O(m x |f]), et
chacune d’entre elles a une taille en O(|f|).

2.5 Le probleme de 'ordre

Un ordre fixé des variables assure la canonicité des BDDs et TDGs. Mais la taille du
graphe d’une formule dépend de cet ordre. Nous étudions ici I'influence de 'ordre des
variables sur la taille des graphes.

Considérons une permutation 7m des n premiers entiers. Pour toute formule f, on note
fx la formule obtenue a partir de f par renommage des variables zj en ). Soit V; la
fonction N[z ... xp).[Trq) .. 2x)]. A une fonction AZ.f de n variables, on peut associer n!
réécritures de la forme (AZ.f;) o V;-1. On peut représenter f par le graphe de f; modulo
la permutation 7, ¢’est a dire modulo I'ordre sur les variables. Les graphes des n! formules
fr possibles n’ont évidemment pas tous la méme taille, et on a vu qu’en choisissant un
mauvais ordre sur les variables, on peut faire croitre dramatiquement la taille du graphe
d’une fonction. Il importe donc de bien choisir ’ordre d’expansion des variables. Il existe
des classes de fonctions insensibles a l'ordre, comme les fonctions symétriques :

Théoreme 2.18 Le graphe d’une fonction symétrique de n variables est de taille majorée
par n?/2, quel que soit l'ordre des variables.

Preuve. Soit f une fonction symétrique de n variables. Comme [ est symétrique, pour
toute permutation 7 des n premiers entiers, on a f(x1,...,2,) = f(Zza),- .-, Trm)). Ceci
garantit que la taille du graphe de f est insensible a I'ordre. Montrons maintenant qu’il
est de taille bornée par n?/2.

Comme f est symétrique, la valeur de f(xy,...,z,) ne dépend que du nombre de
valeurs 1 prises par les variables xq, ..., x,. Ainsi une fonction symétrique de n variables
est entierement décrite en donnant sa valeur v, lorsque exactement k de ses variables
prennent la valeur 1, ceci pour 0 < k < n:

Le graphe non completement réduit de cette fonction est la structure Gi, o
Gﬁ? = A(:Uk,G?H,Gﬁll) pour 1 < j <k < n, et G}”l =wvjppour 1 < j<n+1l
Ce graphe est donné Figure 15. La taille du graphe réduit correspondant, obtenu en
remplacant les feuilles vy, par les constantes 0 ou 1, est évidemment bornée par % O

D’un autre coté, la croissance des graphes décrivant les sorties de I'additionneur n—bits
est linéaire en fonction de n dans le meilleur des cas, mais elle est exponentielle dans le pire
des cas [27]. Plus directement, ((y1 < von) A (Y2 < Yan—1) A .. A(Yn < Ynt1)) a un graphe
en O(n) pour lordre y1 < Yo, < Yo < Yon-1 < ... < Yn_1 < Yn, mais le Lemme 2.1
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X4
Xo \Xz
VRN
X3 X3
X1 o
Ny
k k
AN
??ké X+l
Xtz Xkt
XH,Q : Xn-2 N Xp_2
Xn-1 anl ) /Xnii/ n\il Xn/\l /an
Xn/ \Xn/ X 0 t:,Xn X, X,
Vo Vi Vo e ViK—1 Vi Vit oo Vn—2 Vn-1 Vn

Figure 15. Graphe des fonctions symétriques.

a montré que ce graphe est en O(2") pour l'ordre y; < y2 < y3 < ... < Ya,. On peut
alors se demander s’il existe un algorithme simple pour trouver un ordre qui minimise la
taille du graphe, puis s’il est toujours possible de trouver un graphe de taille polynomiale
pour chaque fonction. Les deux théoremes suivants, issus de [28, 12, 13], répondent par la
négative®.

Théoreme 2.19 FEtant donnée une fonction booléenne f, le probleme de trouver un ordre
des variables qui minimise la taille du graphe de f est NP—difficile.

Théoreme 2.20 [ existe des fonctions booléennes pour lesquelles il n’existe pas d’ordre
permettant d’obtenir un graphe de taille polynomiale.

Il existe un algorithme de complexité O(n?3") permettant de déterminer un ordre des n
variables qui minimise le graphe de décision d’une fonction [63]. Cependant, son cotit
prohibitif lui fait préférer 1'utilisation des nombreuses heuristiques [64, 96, 12, 13] pro-
posées dans le cadre de la vérification de circuits combinatoires, toutes basées sur I’analyse
topologique du circuit. Cependant, aucune de ces heuristiques n’est supérieure aux autres :
la ot une heuristique donne un bon ordre pour une fonction pour laquelle échouent les
autres heuristiques, il existe réciproquement une fonction sur laquelle la premieére heuris-
tique va donner un mauvais ordre alors que les autres sauront calculer un ordre raisonnable.
Afin de combiner les avantages de chacune de ces heuristiques, il a été proposé [108] de
choisir un meilleur ordre parmi ceux calculés. Cette technique de choix est basée sur la con-
struction partielle des graphes, en bornant par une constante le nombre de noeuds autorisé
pour chaque graphe, et en construisant le graphe en largeur d’abord afin de conserver le

6Le Théoreme 2.20 vient de [28], ol il est montré qu’il existe une fonction, réalisée & partir d’un
multiplicateur n bits, dont le BDD est de taille au moins en O(1.09™), quel que soit ’ordonnancement des
variables.
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plus d’informations pertinentes possibles. Ceci permet de discriminer rapidement un bon
ordre parmi plusieurs ordres proposés, lorsque celui-ci existe. Quant aux fonctions pour
lesquelles aucun “bon ordre” n’existe, elles demeurent hors de portée des manipulations
complexes.

2.6 Comparaison des graphes avec d’autres
représentations

Dans cette section, nous comparons les TDGs avec une forme normale de représentation
tres utilisée aujourd’hui, a savoir la forme normale disjonctive, encore appelée somme de
produits, ainsi qu’avec la forme canonique de Reed-Muller.

2.6.1 Graphes et sommes de produits

Voici une syntaxe contenant les sommes de produits. On appellera un terme de type
< product > un produit.

< SumOfProduct > = < SumOfProduct >V < product >
= 0| 1] < product >
< product > = < product > A < literal >
= < literal >
< literal > == < war > |-< var >

<war > u= x| ... | Ty
Toute formule s’écrit en une somme de produits par le systéeme de réécriture suivant :

f@&g — (fANg)V(fA-g)
feg = (fAgV(EfAg)
=9 — ~fVg

-—f = f
=(fVvg) = —fA-g
~(fAg) — —fV-y
fA@GVR) — (fAg)V(fAR)
(fVgANh — (fAR)V(gAD)

On dira qu'un produit ¢ contient un produit ¢ si I'ensemble des littéraux composant ¢
inclut ’ensemble des littéraux composant . Evidemment, ¢ contient ¢’ si et seulement si
(¢ = ') est une tautologie. On appellera somme de produits réduite une forme normale
obtenue en appliquant les regles de simplification élémentaires utilisant les constantes 0
et 1, et des regles de recouvrement, a savoir : si un produit ¢ contient une variable et sa
négation, le remplacer par 0 ; si un produit ¢ contient un produit ¢’, supprimer ¢. Dans la
suite, on ne considerera que des sommes de produits réduites. Un systeme de simplification



2.6. COMPARAISON DES GRAPHES AVEC D’AUTRES REPRESENTATIONS 61

peut étre décrit ainsi, ou x est un symbole propositionel, ¢ un produit, f une somme de
produits, V et A sont commutatifs :

o =

L A A
—_ - O O O

Une somme de produits s’écrit (Vj_; (A]% ), ot ¢l est un littéral. La taille d'une somme
de produits f sera mesurée par le nombre d’occurrences de littéraux dans f (cette mesure
est analogue au nombre de caracteres de la formule f), c’est a dire (37_; my). On a les
résultats suivants :

Théoreme 2.21 Sur les sommes de produits, la disjonction est linéaire, et la conjonction
est quadratique. Obtenir une somme de produits représentant la négation d’une somme de

produits [ s’effectue en
VI
o (Vi)

Obtenir une somme de produits représentant ['implication, [’équivalence ou la somme ex-
clusive de deur sommes de produits f et g s’effectue en

Preuve. La disjonction de deux sommes de produits est évidemment linéaire sans simpli-
fication, polynomiale avec simplification. La conjonction des deux expressions

(% (A#) =
(% (2#)

conduit a distribuer un produit sur deux sommes, ce qui donne potentiellement une somme
de n x n’ produits, chacun ayant m; + m; (avec 1 <i<metl<j<n)littéraux. La
conjonction est donc quadratique. Par exemple, considérons deux sommes de produits
f= Vi x) et f/ = (Vi_; 2}), de taille n chacune. Le produit (f A f’) s’écrit comme la
somme de produits

1<k<n
1<5<n
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qui est composée de la somme de n? produits de taille 2, soit une taille de 2n2.

Calculer la négation de la somme de produit (Vi_; (A} q))) consiste & écrire en somme
de produits l'expression (Ap_; (V7% —q])). 11 faut distribuer la conjonction sur tous les
produits, pour obtenir potentiellement (IT;_; my) produits de taille n, soit une complexité
non polynomiale. Par exemple, considérons la somme de produits (Vi_, (A}, })), o
chaque variable xf n’apparait qu'une seule fois. Elle contient exactement n? variables, et
sa taille est n®. Sa négation est (Ar_;(Vj_, —zF)), dont la somme de produits s’écrit

(v ()
(G1sdn) €[L,M]? \k=1

ce qui représente une somme de n” produits de taille n, soit une somme de produits de
taille n"™1. Remarquons de plus que cette formule se représente efficacement par un BDD
(ou TDG) de taille n? avec I'ordre 2% < 2% | (avec 1 <j <net 1 <k <n)et 2k < 2f*!
(avec 1 < k < n). Ce n’est donc pas la “complexité” de cette formule qui attribue une
négation de cout exponentiel a sa somme de produits.

L’implication, 1’équivalence et la somme exclusive sont de méme complexité, puisque
ces opérations peuvent s’exprimer en utilisant la négation (exponentielle) et la disjonction

(polynomiale). Par exemple, (f = 0) = —f, (f<0)=~f, et (fd1)=—f. 0

Théoreme 2.22 Si les fonctions booléennes sont représentées par des sommes de pro-
duits, [’élimination existentielle d’un nombre quelconque de wvaritables est linéaire, et
’élimination universelle d’une variable (respectivement d’un nombre quelconque de varia-
bles) est quadratique (respectivement exponentiel).

Etudions les rapports entre la taille d’'une somme de produits et celle de son graphe. Si
la formule (A}_;(z2k—1 < xax)) peut se représenter linéairement par un BDD de taille 3n,
la somme de produits correspondante est exponentielle, car constituée de 2" produits de
taille 2n. On pourra rétorquer que pour un mauvais ordre, le graphe de cette expression
est de taille exponentielle. Considérons alors la formule (z1 ® 2o @ ... ® x,,). Elle dénote
une fonction symétrique, égale a 1 si et seulement si un nombre impair de ses variables
prennent la valeur 1. Quel que soit I'ordre considéré, la taille de son graphe de décision est
en O(n). Par contre, sa somme de produits est constituée de la somme de 2"~ produits de
taille n. Il existe donc des fonctions représentées par un graphe polynomial quel que soit
I'ordre de ses variables, qui n’admettent qu’une représentation exponentielle en somme de
produits. La réciproque, a savoir existe-il des fonctions polynomialement représentées par
une somme de produits et qui n’admettent pas de représentation polynomiale sous forme
de graphe, est une question qui reste ouverte”. De tres récents développements semblent
montrer que cette réciproque est vraie.

2.6.2 Graphes et sommes exclusives de produits

Nous comparons ici les graphes et la forme somme exclusive de produits, ou forme de
Reed-Muller, dont 1'idée originale a été introduite dans [117], et qui a été appliquée a la

7On ne peut que constater que le passage d’une somme de produits & un graphe est nécessairement
NP-difficile, car savoir si une somme de produits est une tautologie est un probleme NP—complet, et les
graphes sont canoniques.
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démonstration par [76, 77, 78]. Voici une syntaxe contenant la forme de Reed-Muller.

< ReedMuller > ::= < constant >< EzxclusiveSum >
< constant > == 0|1
< BzclusiveSum > 1=
n= @ < FzxclusiveSum2 >

< EBzclusiveSum?2 > = < product >
n= < product > ® < EzxclusiveSum2 >
< product > = < wvar >

n= < war >N\ < product >

<wvar > = || 2y,

Toute formule peut s’écrire sous la forme d'une somme exclusive de produits par le systeme
de réécriture suivant :

-f = 1®f
fg - 1o fdg
f=9 = 1ofo(fAg)
fvg = foge(fAg)
fanlgeh) — (FAg)&(fAR)

Il ne reste plus qu’a appliquer les simplifications suivantes, pour obtenir une forme cano-
nique modulo la commutativité et I’associativité de & et A. Cette forme canonique est faite
d’une somme exclusive de produits de variables, plus éventuellement une somme exclusive
avec la constante 1.

ONf — 0
INf —  f
fnf = f
0osf — f (2.16)
fef — 0 (2.17)

L’ordonnancement des variables (par exemple I'ordre lexical), qui induit sur les produits
une canonisation et un ordre total, permet d’obtenir une forme syntaxique unique. On
supposera dans la suite que les produits sont ainsi ordonnés, et que la constante 1 est le
produit minimal. Par exemple la forme canonique de Reed-Muller associée a la formule
(x=y) A (y=2) A (z = x)) est la formule

1oz y®zd(xAy)® (@ N2)® (YA 2)

: : 9 A yed n mg .0 n mg .0 » J
Une somme exclusive de produits s’écrit (1@ (Bj—;(Aj2; 77,))) ou (Br= (A]% 3,)), ot xy,
est une variable. La taille d'une somme exclusive de produit f sera mesurée par le nombre
d’occurrences de variables dans f (cette mesure est analogue aux nombres de caracteres
de f), c’est a dire (3X-p_; mi). On a les résultats suivants :
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Théoréme 2.23 La négation sur la forme de Reed-Muller est en O(1). L’obtention de la
forme de Reed-Muler de I’equivalence ou la somme exclusive de deux formes de Reed-Muller
f et g esten

O((If1 + lgl) log(| £ + Il))-

La conjonction, la disjonction ou l'implication de deuz formes de Reed-Muller f et g est
en

O(If1 x lgl x log(If| % lg])).

Preuve. Calculer la négation d'une somme exclusive de produits consiste a appliquer les
regles suivantes, ce qui s’effectue en O(1) :

-f = 1af
11 — 0
0o f — f

Calculer la somme exclusive de deux formes de Reed-Muller f et g consiste a appliquer
les regles de simplification 2.16 et 2.17 sur la formule f & g, et a ordonner lexicalement les
produits des deux formules, ce qui est fait en O((|f| + |g]) log(|f] + |g|)). L’équivalence
possede la méme complexité, car on a l'identité (f < g) = —=(f @ g).

Le produit de deux formes de Reed-Muller (@j_, (D% z)) et (@Z;l(@ﬁﬁ 7)) con-
siste a distribuer un produit sur deux sommes exclusives, ce qui donne potentiellement une
somme exclusive de n x n’ produits, chacun étant constitué de m; —i—m;- occurrences de vari-
ables (avec 1 < i <netl<j<n'). La conjonction donne donc un nombre de produits
quadratique. Par exemple, considérons deux formes de Reed-Muller f = (@)_, xx) et
= (B}, =), de taille n chacune. Le produit (f A f’) s’écrit comme la somme exclusive
de produits

1<k<n

15j<n
qui est composée de la somme exclusive de n? produits de taille 2, soit une taille de 2n?.
L’ordonnancement lexical de la formule ainsi obtenue donne finalement la complexité.
Comme on a les égalités (f V g) = =(=f A—g) et (f = g) = (=f V g), la disjonction et
I'implication possedent la méme complexité. a

Théoréme 2.24 L’élimination existentielle ou universelle d’une variable (respectivement
d’un nombre quelconque de variables) d’une forme de Reed-Muller f est en O(|f]*log |f])
(respectivement exponentiel).

Tout comme dans la section précédente avec les sommes de produits, il existe des fonc-
tions (par exemple les sorties d'un aditionneur) qui sont représentées exponentiellement
avec la somme exclusive de produits, alors qu’elles admettent une représentation polyno-
miale avec les graphes. La réciproque, a savoir s’il existe des fonctions polynomialement
représentées par une somme exclusive de produits et qui n’admettent pas de représentation
polynomiale sous forme de graphe, reste ouverte®.

8Elle est a notre avis fausse, mais nous n’avons pu apporter une preuve compléte.
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2.6.3 Verdict : avantage aux graphes de décision!

Résumons tout d’abord la situation pour les formes canoniques graphiques : la négation
s’effectue linéairement avec les BDDs, en O(1) pour les trois formes typés ; les combi-
naisons élémentaires sont quadratiques sur toutes les formes graphiques ; la composition,
I’élimination des quantificateurs, et la résolution d’équations sont non polynomiales. Il
y un rapport borné par 2 (respectivement par 4) entre un BDD et le TDG (respective-
ment le graphe 4-typé ou symétrisé) équivalent. La Table 2 présente divers criteres de
comparaison pour la somme de produits, la forme de Reed-Muller, et le TDG.

SumOfProduct Reed-Muller TDG
Calcul de f O(|f] x 2171 O(|f] x 2171 o271
Satisfiabilité NP-complet O(1) O(1)
Tautologie NP-complet O(1) O(1)
f o(yir"™) o) o)
r=a o () | o1t ll x a1 < 1ab) | 01171 <o)
feg |0 (\/m gl '““’“) O((1f1+ gl og(I] + 9)) | O(1f1 x lgl)
fog |oO (\/m P '“g“) O((11+ lg) log(1£1 + 1gD)) | O(If1 x lg])
fAg O(|f] x g]) O(If1 % lgl x log(|£] x 1)) | O(If] x |gl)
fVvg O(If] + lal) O(1£1 % lgl x log(|f] x lg)) | O(If] x lg])
Ju f O(lf1) O(|fI? x log | 1) O(IfP)
37 f (/1) O(|f] x 2V o2V
v f O(lfP) O(|f1? x log|f]) O(lfP)
Vi f o2V O(1f] x 21) o(2v7)
taille max. n2" n2n—1 O(%)
répartition > lozzn p-p- > lozzn p.p- > % p-p-

Table 2. Comparaison des somme de produits, forme de Reed-Muller, et TDG.
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La représentation des fonctions boolénnes sous forme de graphes canoniques est
supérieure aux sommes de produits sur la plupart des points. Les algorithmes de com-
binaisons élémentaires (—,V,A,...) sur les graphes sont polynomiaux, et tres simples a
mettre en oeuvre, car tres récursifs. Ce n’est pas le cas pour les sommes de produits,
certaines opérations simples étant non polynomiales, et chaque opération logique devant
étre réalisée par un algorithme spécialisé. La représentation sous forme de graphes est
canonique, ce qui simplifie considérablement les algorithmes de preuve.

Les divergences entre graphes et forme de Reed-Muller a propos de la complexité
algorithmique semble moins apparentes. Mais des fonctions boolénnes usuelles, telles que
celles implémentées par un additionneur, admettent une représentation polynomiale avec
les graphes mais pas avec la forme de Reed-Muller (ni avec les sommes de produits). En
général, les graphes sont une représentation bien plus compacte que ces deux autres formes,
plus souple et plus efficace. La meilleure preuve est le succes des BDDs et TDGs rencontré
d’abord dans la preuve formelle de matériel depuis 1986, qui touche maintenant d’autres
domaines (par exemple les systéemes de maintien de la cohérence).

Le probleme essentiel des graphes est qu’ils requierent un ordonnancement des variables.
Un ordre fixe rend les graphes canoniques, mais la taille des graphes est étroitement
dépendante de 'ordre des variables, et trouver un bon ordre est un probleme NP-difficile.
Il apparait que l'ordre doit étre dynamique [48] si on veut pouvoir manipuler des fonc-
tions complexes ou avec beaucoup de variables (sparse functions). Une voie de recherche,
récemment abordée [8, 31], consiste a utiliser une forme graphique “localement” canonique,
autorisant plusieurs ordres, ou des ordres partiels.

2.7 Conclusion

La forme canonique graphique, basée sur ’expansion de Shannon et le compactage d’arbres
en graphes acycliques orientés, est actuellement la technique de représentation des for-
mules propositionnelles la plus efficace, car trés compacte et autorisant des manipulations
formelles complexes avec des algorithmes simples a mettre en oeuvre. La souplesse des
formes canoniques graphiques et leur compacité ont permis un progres considérable dans
la preuve en logique propositionnelle.

Les deux formes BDDs (Graphes de Décision Binaires) et TDGs (Graphes de Décision
Typés) ont été présentées, et nous avons défini plusieurs autres formes canoniques
graphiques originales. Nous avons surtout détaillé les comportements de ces formes de
représentation (répartition des graphes par rapport a leurs tailles), ainsi que la com-
plexité de leur manipulation sur toutes les opérations que nous avons définies dans
le Chapitre 1 (combinaisons élémentaires, élimination des quantificateurs, composition,
résolution d’équations), en introduisant de nouveaux résultats permettant de cerner leur
efficacité et leur limite.



Partie 11

Preuve de systéemes séquentiels
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Chapitre 3

Probléemes sur les machines
séquentielles

Nous nous intéressons ici aux manipulations formelles susceptibles de résoudre efficace-
ment une large classe de problemes portant sur les machines a états finis. Nous donnons
d’abord le modele de machine séquentielle sur lequel porteront ces manipulations, puis
nous donnons trois grands aspects des problemes posés sur les machines séquentielles.
Nous réduirons alors ces trois problemes a 1’étude de quelques primitives de manipulation
formelle, a savoir le calcul de I'image d’une fonction, le calcul de I'image réciproque d’une
fonction, la minimisation combinatoire, I’élimination des variables d’états redondantes, et
le réencodage.

3.1 Modele d’une machine séquentielle

OV,

Figure 16. Modele d'une machine séquentielle.
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Nous considérons ici que la machine séquentielle qui est traitée est une machine
incompletement spécifiée [75, 83].  Cette machine M est définie par un 6-uplet
(n,m,r,w,d, Init), ou :

e 1 est le nombre de variables d’état de M. Son espace d’états est donc {0, 1}".

e m est le nombre d’entrées de la machine, donc ’ensemble des entrées qui peuvent
étre utilisées pour calculer les sorties et I’état successeur est {0, 1}™.

e w est le vecteur des r fonctions de sortie partiellement définies de la machine. Cha-
cune des fonctions du vecteur w est une fonction de {0,1}" x {0,1}"™ dans {0, 1} .

e § est la fonction de transition partiellement définie de la machine. § est une fonction

—

de {0,1}" x {0,1}™ dans {0, 1}, et est dénotée par un couple (Cns, f) tel que :

—

0 = MAZ.(if Cns(y,7) = 1 then f(y,7) else 1)

Cns dénote le domaine ou la fonction de transition est définie, et f définit sur le
domaine Cns la valeur de 1'état successeur. Cns est une fonction booléenne de
{0,1}" x {0,1}™ dans {0,1} ; f est une fonction vectorielle [fi... fa], out chaque fj
est une fonction de {0,1}" x {0, 1}™ vers {0, 1}.

e Init est 'ensemble des états initiaux de la machine.

Si w ne dépend que des variables d’état de la machine, on dira que M est une machine
de Moore. Sinon, on dira que M est une machine de Mealy. Une machine de Moore a un
pouvoir de dénotation équivalent a celui d’'une machine de Mealy, car toute machine de
Mealy peut se transformer en une machine de Moore équivalente [74, 83].

La figure 17 illustre le processus d’obtention du 6—uplet qui décrit une machine
séquentielle, tel qu’il est par exemple mis en oeuvre dans PARIS [53]. PARIS prend
en entrée la description d’un réseau de machines communicantes, écrite dans le lan-
gage VHDL [7, 87, 41]. Un processus d’ezxécution symbolique, tel que celui décrit
dans [19, 89, 94], permet de calculer les fonctions booléennes décrivant le comportement
de chaque machine. Puis un processus de composition symbolique de machines [53] per-
met d’obtenir le comportement global du réseau de machines, sous la forme d’une ma-
chine de Mealy décrite par un 6-uplet (n,m,r, w,d, Init). Durant cette compilation, des
vérifications statiques sont faites pour s’assurer que le réseau de machines respecte un
certain nombre de regles. Ainsi, il faut s’assurer qu’il n’y a pas de boucle fonctionnelle,
sous peine d’avoir un systeme asynchrone. On vérifie aussi que la sémantique de VHDL
n’est pas violée par une association de machines.

On appelle relation de transition ou relation d’accessiblilité de la machine M la fonction
A définie de {0,1}" x {0,1}" dans {0,1}, telle que A(7, 1) = 1 si et seulement si il existe
une transition de 1’état i a ’état gf’ . De méme, on appelle relation de sortie la fonction
A définie de {0,1}™ x {0,1}" dans {0, 1}, telle que A(¥, Z) = 1 si et seulement si & partir
de I'état 1y de la machine, on peut produire la sortie 2z en acceptant une entrée. Plus
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formellement, on a :

A = MM/ .(3Z Cns(7,T) A (/n\ (Ve & fi(¥, f))))

Description VHDL [V VU VUV U\ VUL

Réseau de Machines Communicantes

Execution Symbolique

J
S )
n n
'R
(n, m, r, L, é /lnit) p\f\f\ﬁ\/\/ﬁ’ — O x)
X —
N

Machine de Mealy

Figure 17. Compilation d’une description algorithmique
en un 6-uplet (n,m,r,w,d, Init).

On dit qu’une séquence d’entrée Ty, ..., Ty est acceptée par la machine M si et seule-
ment si pour tout état ¢y de Init, la séquence d’états y;+1 = (v, &) est bien définie pour
0 < j < k. On appellera langage accepté la partie de ({0,1}™)* constituée de ’ensemble
des séquences d’entrée acceptées. On dira qu'un état est valide s’il est atteignable a partir
d’un état initial par une séquence acceptée. Pour une séquence d’entrée Zy,...,T) ac-
ceptée par M, on dit que la séquence de sortie générée est 2, ..., 2, ol 2 = w(y;, T;),
avec ¥j41 = 0(y;,7;) et 0 < j < k. On appellera langage généré la partie de ({0,1, L}")*
constituée de I’ensemble des séquences générées.

3.2 Comparaison de machines séquentielles

De nombreux probléemes portant sur les machines séquentielles consistent a comparer les
comportements observables, i.e. les séquences générées, de deux machines selon certains
criteres. Nous montrons ici que ce processus de comparaison peut étre réalisé sans con-
struire les graphes d’états des machines. Nous réduirons la comparaison de machines a
I’évaluation de 'opération Img qui calcule I'image d’une fonction booléenne vectorielle.
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3.2.1 Criteres de comparaison

La notion de comparaison la plus courante est celle de I’équivalence observationnelle. On
dira que deux machines sont équivalentes si et seulement si, d’une part elles acceptent les
meémes séquences d’entrées, d’autre part a partir de leurs états initiaux respectifs, elles
produisent des séquences de sorties identiques quelle que soit la séquence d’entrées acceptée
par les deux machines [75, 83].

On peut définir un grand nombre de criteres de comparaison de machines en dehors de
I’équivalence, par exemple, I'inclusion de langage accepté ou généré, et toutes les variations
qui s’ensuivent. Il est montré dans [121] comment, a partir du critere de comparaison entre
deux machines M; et Ms, on peut construire une machine composée du produit de M,
et de M, avec 'ajout d’'une machine a états finis prenant comme entrée les sorties de
My x Msy. La Figure 18 illustre ce processus de comparaison. Le probleme est alors de
montrer que la machine produit génere le langage 1*.

X —— Sz 4 >z

Figure 18. Machine produit pour la comparaison des langages générés.

3.2.2 Algorithme de comparaison

La comparaison des langages générés par deux machines est ramené au probleme de prou-
ver qu'une machine génere le langage 1*. Pour cela, il suffit de calculer I’ensemble des
états valides de la machine produit [75] montrée Figure 18, et de vérifier que ceux-ci ne
peuvent générer que la sortie 1.

La seule technique connue jusqu’a récemment pour comparer les comportements ob-
servables de deux machines consistait a simuler la machine produit a partir de ses états
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produits initiaux, pour énumérer I’ensemble de ses états et transitions valides, et vérifier
que ceux-ci ne peuvent produire que la sortie 1.

Le probleme est évidemment 1'explosion combinatoire : une machine (n, m,w,d, Init)
possede potentiellement 27 états et 2" transitions. La simulation est donc vite dépassée
par le nombre prohibitif de cas & envisager. Cette technique fut ensuite améliorée [118]
en n’énumérant que des cubes représentant des groupes de transitions. Cependant,
I’énumération des états valides demeure. Les limites des méthodes présentées ci-dessus
découlent du fait que les ensembles d’états sont représentés en extention, et donc que les
états sont manipulés individuellement.

Afin de se libérer de ces limites, nous proposons ici de manipuler des ensembles d’états,
représentés en intention par leur fonction caractéristique. L’ensemble des états valides
d’une machine (n, m,r,w,d, Init) peut étre défini comme la limite de la suite d’ensembles
(Vi)k>o définie par les équations

Vo = Init, et (3.1)
Vier = ViU{y /3Fe Vi, At e{0,1}", ¢ = 6(¢,1)}. (3.2)

La preuve se fait en montrant que, pour k > 0, on a I’égalité

{wy,2) [ yeVe, {0, 1}"} = {1} (3-3)

Les équations ci-dessus peuvent s’écrire avec 'opération “Img”, ou Img(g, A) est 'ensemble
{9(z) / x € A}, c’est a dire I'image de la fonction g sur 'ensemble A. Le second terme
droite de 3.2 est Img(d, Vi, x {0,1}™), cest & dire Img(f, A\GNT.(Vi(§) A Cns(7,7))). De
méme, le terme gauche de I’équation 3.3 est Img(w, Vi x {0,1}™), c’est a dire Img(w, V%).
Le calcul des états valides devient donc :

Vo = Init, et (3.4)
Vs = A7(Vi@) v Img (£ OTAZOR) A Cos(G. ) @) (35)

Cette équation de point fixe correspond a un parcours virtuel en avant et en largeur d’abord
du diagramme d’états de la machine séquentielle M. La figure ci-dessous montre un calcul
des états valides, effectué en 4 étapes en utilisant les équations 3.1 et 3.2. Chacun des
ensembles grisés est l'ensemble des états nouvellement découverts a chaque itération de
I'équation 3.2, qui est égal & (Vi1 \ Vi).
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Figure 19. Parcours virtuel du graphe de transition.

3.2.3 Le terme critique : I’image

Les équations 3.4 et 3.5 n’utilisent que des combinaisons booléennes élémentaires
(=, V, A, ...), plus Vopération Img. Comme les premiéres sont polynomiales vis-a-vis de
la taille des DAGs, la complexité du calcul dépend directement du cout de I'opération
Img. Nous étudierons dans le Chapitre 4 la complexité de ’évaluation de Img, et nous
montrerons qu’elle est la seule opération non polynomiale dans cet algorithme. Nous
proposerons alors plusieurs techniques d’évaluation de Imyg.

3.3 Vérification de propriétés temporelles

Si la comparaison de machines permet de vérifier I’adéquation du comportement obser-
vable d'une machine avec un autre comportement décrit par une autre machine, certaines
propriétés observables ne peuvent pas toujours étre ainsi exprimées. Par exemple, la
propriété observable “si a un moment, tel événement survient, alors tel autre événement se
produira dans le futur” ne peut étre exprimée par une machine d’états finis. Une discussion
approfondie sur les puissances d’expression de propriétés observables sera trouvée dans [59].

Une autre facon de décrire un comportement observable est d'utiliser un systeme formel
possédant une sémantique adéquate sur un domaine apte a modéliser le temps. On ap-
pelle logique temporelle un tel systeme. Plusieurs systemes de logique temporelle ont
été élaborés : logique temporelle axiomatisée dans le premier ordre, logique des inter-
valles, logique temporelle linéaire, logique arborescente, ... Il n’est pas de notre propos
de présenter ici toutes ces approches, on trouvera dans [59] un exposé de ces différentes
logiques. Nous ne retiendrons qu’un systeme, le systeme CTL (Computational Tree Logic),
c’est a dire la logique temporelle arborescente.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour vérifier qu'une machine séquentielle satisfait
une propriété temporelle. L’algorithme “Model Checking” [40] est un ensemble unifié
d’algorithmes qui permet de vérifier automatiquement des propriétés exprimées dans le
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formalisme de la logique temporelle arborescente. Cette technique de vérification requiert
la construction partielle ou totale du graphe de transition de la machine, et est basée sur
des algorithmes de parcours de ce graphe de transition. Cette technique est limitée par
la taille du graphe de transition, car cotteuse en mémoire et en temps de par ’explosion
combinatoire.

Nous montrons ici que les techniques de manipulations symboliques que nous avons
décrites dans les deux premiers chapitres peuvent étre utilisées pour la vérification de
formules temporelles, sans qu’aucun diagramme d’état ne soit construit. Nous décrivons
d’abord la syntaxe et la sémantique des formules CTL a vérifier, et le type de machines
qui seront traitées. Puis nous donnons les algorithmes de vérification et nous montrons
comment ceux-ci s’appuient sur I'opération Pre.

3.3.1 Syntaxe et sémantique de CTL

Le machine séquentielle M que nous traitons est une machine de Moore incompletement
spécifiée. Elle est définie par un 6—uplet (n,m,r,w,d, Init), ol w ne dépend que de I'état
de la machine.

On suppose que la formule (Vy 37 Cns(y, 7)) est une tautologie, c’est a dire que tout
état possede au moins un successeur. Ceci n’est pas restrictif, puisque la plupart des
formules CTL n’ont aucun sens sur des états sans successeur [40]. Si cette condition n’est
pas vérifiée, la fonction \y.(VZ = Cns(y, %)) est la fonction caractéristique de I’ensemble
FEtatPuit des états sans successeur. Soit VersFEtatPuit 'ensemble des états sans successeur
ou conduisant nécessairement a un état sans successeur. L’ensemble VersEtatPuit est
I'ensemble des états satisfaisant la formule CTL AF(FEtatPuit), et peut donc se calculer
par une équation de point fixe, comme on le verra ci-dessous. Le nouveau domaine a
considérer pour la fonction ¢ est alors A\y.AZ.(— VersEtatPuit(y) A Cns(y, T)).

CTL permet d’exprimer des propriétés sur les états et les transitions d’une ma-
chine séquentielle [40]. Les formules temporelles considérées pour la vérification sont
les formules d’état de CTL, qui décrivent des propriétés relatives aux états de la ma-
chine. Les formules d’état de CTL et leur sémantique vis-a-vis d’'une machine de Moore
M = (n,m,r,w,0, Init) sont les suivantes:

1. y1,Y2, -, Yn, 21, .., 2 sont des formules d’état. Pour tout état ¥ de la machine,
U E yr si et seulement si yp, = 1. ¥ = 2 si et seulement si la valeur de la k—ieme
composante de w(y) est 1.

2. Si f et g sont des formules d’état, alors (—f), (f Ag), (fVg), (f < g), et (f=g)
sont des formules d’état. Les connecteurs logiques ont leur sens usuel, par exemple

sk (f Ag)siet seulement si s = fetspg.

3. Si f est une formule d’état, alors EX(f) et AX(f) sont des formules d’état. Pour
tout état ¢, ¥ = EX(f) si et seulement si il existe une entrée ¥ acceptée par la
machine telle que (¢, ¥) = f. On définit la formule AX (f) par AX(f) = -EX(=f).
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4. Si f et g sont des formules d’état, alors E[fUg| est une formule d’état. Pour tout
état ¢, y = E[fUg]| si et seulement si il existe un chemin (4o, 71, . . .), tel que o = ¢

et 3k (e Eg) AN (VI (0<j <k=17; = [))

5. Si f et g sont des formules d’état, alors A[fUg] est une formule d’état. Pour tout
état y de M, ¥ = A[fUg]| si et seulement si pour tout chemin (4,1, ...) tel que

Yo =19, et Ik (G F 9NNV (0<j <k=17;F[)))

Des abréviations commodes sont introduites : EF(f) = E[1Uf], i.e. il existe un chemin
comprenant un état satisfaisant f; AF(f) = A[1U f], i.e. sur tout chemin il existe un état
ou f est satisfaite; EG(f) = “AF(—f), i.e. il existe un chemin ou f est toujours satisfaite;
AG(f) = ~EF(—f), i.e. f est vraie le long de tout chemin.

3.3.2 Algorithme de vérification de formules CTL

On peut vérifier qu'une machine séquentielle M satisfait une propriété de sureté f en
comparant la machine avec un automate obtenu [22] & partir de la formule f. L’automate
M associé a une propriété de stireté f est tel que pour toute machine M, on a M |= f
si et seulement si M et M, sont équivalentes sur les signaux observables de M. En
substance, My est le plus petit modele de f qui décrive tous les comportements possibles
des modeles de f. My est aussi appelé modéle universel. Dans le cas des propriétés
de stireté, la preuve peut donc se faire directement par comparaison de machines. C’est
cette approche qui a été retenue par ’équipe du langage LUSTRE de Grenoble [71]. Par
exemple, pour vérifier la propriété “a tout moment, si y = 1 alors a l’instant d’apres
on a forcément z =17, qui correspond a la formule CTL AG(y = AX(z)), il suffit de
comparer les signaux y et z de M avec ceux définis par la machine de Moore dont le graphe
de transition est montré Figure 20. Mais la puissance d’expression de CTL est strictement
supérieure a celle des propriétés de stureté, ce qui néccessite un algorithme plus général.

Y1

y=0

Figure 20. Modele universel de AG(y = AX(2)).

L’algorithme “Model Checking” [40] permet de vérifier si (¥ = f) pour un état ¢
de la machine et une formule CTL f. Le Model Checking est basé sur des parcours du
graphe d’états et de transitions de la machine, et requiert la construction de celui-ci. Cette
technique est donc limitée par la taille du graphe d’états de la machine, car la preuve de
(¥ = f) se fait en O(length(f) x (S + R)), ou S est le nombre d’états et R le nombre de
transitions [40].

Afin de s’affranchir de cette limite, les ensembles d’états seront considérés non pas
en ertention, mais en intention, dénotés par leurs fonctions caractéristiques. Au lieu de



3.3. VERIFICATION DE PROPRIETES TEMPORELLES 77

vérifier directement par énumération que (¢ |= f), on calcule la fonction caractéristique
F des états qui satisfont f, puis on vérifie que F(y) = 1. Nous décrivons ci-aprés un
algorithme basé sur cette technique, qui ne nécessite aucune construction de graphe d’état.

L’algorithme prend comme entrées une machine M décrite par son 6-uplet
(n,m,r,w,d, Init) et la formule temporelle f a valider. Il calcule récursivement 1’ensemble
d’états de la machine M qui satisfont la formule f a partir des ensembles d’états satis-
faisant les sous-formules de f. A chaque étape, il n’y a que cinq cas a considérer, corres-
pondant aux cing types de formules donnés dans la section précédente.

Les formules de type propositionnelle

Les ensembles d’états sont représentés par les DAGs de leurs fonctions caractéristiques.
Ainsi les formules de type (1) et (2) sont triviales a traiter. Par exemple, si f = (fi1 A fa),
et F1 et Fy sont les fonctions caractéristiques des ensembles d’états satisfaisant respec-
tivement f; et fo, alors F est Ay.(F1(¢) A Fa(%)). Le cott de calcul du DAG de F est en
O(|F1] x |F2|). De la méme facon,  |= f si et seulement si F() = 1, ce qui est calculé en
O(n). Finalement, (M = f) si et seulement si (Init = F) est une tautologie, ce qui est
calculé en O(|Init| x |F|). Les autres types de formules temporelles sont moins immédiats
a traiter, et leur traitement repose sur des équations de points fixes [46, 29, 30].

Les formules de type FX et AX

Soit f une formule et F l’ensemble d’états satisfaisant f. L’ensemble d’états EX qui
satisfont EX(f) est défini par EX = {y / 37 §(y, %) € F}. Sa fonction caractéristique
est :

—

EX = \j.(37 Cns(§,7) AF(f(7,7))). (3.6)

Comme AX(f) = “EX(—f), la fonction caractéristique AX de l'ensemble d’états satis-
faisant AX(f) est :

—

AX = Aj.(=(3F Cns(§,7) A -F(f(7.7))). (3.7)

Les formules de type FU et AU

Soient f et g deux formules et F' et G les ensembles d’états qui satisfont respectivement f
et g. L’ensemble EU d’états de la machine M qui satisfont la formule E[fUg| est défini
comme la limite de la suite d’ensembles (Ej) suivante [40, 21, 46, 29] :

EO = G7 et
B = B U{J/ (e F)AGTSF T e B

Les fonctions caractéristiques de ces ensembles sont les suivantes :
E, = G, et (3.8)
Bui = A(E@)V (F@) A G7 Cos(7.0) AB(FGD))). (39)
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De la méme facon, ’ensemble AU des états de la machine M qui satisfont la formule
A[fUg] est défini comme la limite de la suite d’ensembles (Ay) suivante :

AO = G, et
Ay = AvU{y /) (WeF)AN VT (Y, %) € Ay}

Les fonctions caractéristiques de ces ensembles s’écrivent :

Ay = G, et (3.10)
At = MA@V (F@) A (7 Cos(7,2) = A f7.))). (311

Ces équations de points fixes correspondent a un parcours virtuel en arriére et en largeur
d’abord du graphe d’état de la machine, c’est a dire que la relation d’accéssibilité utilisée
pendant le parcours est “étre antécédant de”. La Figure 21 montre le calcul de I’ensemble
des états satisfaisant A[fUg]. Dans cette exemple, l'ensemble des états satisfaisant f
(respectivement ¢) est donné en pointillé et étiqueté F (respectivement G). Les fleches
sont les transitions d’état a état. En gris sont représentées les quatres parties constituant
I'ensemble des états satisfaisant A[fUg|, trouvés en quatre étapes a partir des équations
de point fixe 3.10 et 3.11.

Figure 21. Calcul des états satisfaisant A[fUG].

3.3.3 Le terme critique : I’image réciproque

Les équations 3.6 a 3.11 peuvent se réécrire a partir d’'une fonction “Pre”, telle que
Pre(f, Cns,X) est la fonction caractéristique des états qui possedent au moins un suc-
cesseur appartenant a I’ensemble X. Pre est définie par :

Pre(f, Cns,X) = M\j.(3% Cns(7,7) AX(f(7,T))).
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De cette facon, on réécrit les équations données précédemment en :

EX = Pre(f,Cns,F) (3.12)
AX = —Pre(f, Cns,—F) (3.13)
E, = G, et (3.14)
Ei1 = MN(Eu(@) V (F@) A Pre(f, Cns, Ep) (7)) (3.15)
Ay = G, et (3.16)
Apaa(i) = ML(AK(E) V (F(G) A —Pre(f, Cns, Ay)(§))) (3.17)

D’un point de vue calculatoire, cela signifie que ces 5 cas peuvent étre traités en utilisant les
opérateurs booléens usuels (—,V, A, ...), de complexité polynomiale sur les DAGs, plus le
calcul de la fonction Pre. Le cout global de la validation d’une formule temporelle sur une
machine séquentielle dépend donc du calcul de Pre. Nous étudierons dans le Chapitre 5
la complexité de cette opération, et nous montrerons qu’elle est non polynomiale. Nous
proposerons alors plusieurs techniques d’évaluation de Pre.

3.4 Minimisation de machines séquentielles

La difficulté de la synthese de matériel a partir d’une description fonctionelle d’une machine
vient de ce que ce probleme recouvre simultanément plusieurs problemes d’optimisation
souvent contradictoires. On doit synthétiser un circuit de taille aussi petite que possible,
il faut donc diminuer le nombre de portes logiques et s’attacher a ce que 'assemblage
de celles-ci occupe une surface minimale. Le circuit doit étre suffisament rapide, il faut
donc que les connexions soient les plus courtes possibles, et que la profondeur du circuit
(nombre maximal de portes logiques entre les entrées et les sorties) soit la plus faible
possible. Il y a des contraintes électriques et de consommation, il faut donc que le nombre
de connexions a l’entrée d’une porte (fan-in) et a sa sortie (fan-out) respectent des lois bien
précises. Si I'implémentation du circuit se fait sur un PLA (Programable Logic Array),
fournissant des portes et connexions prédéfinies (a charge de I'utilisateur de construire le
circuit en ajoutant ou coupant certaines connexions), il faut aussi tenir compte du cadre
non modifiable de cette structure pour 'optimisation des divers criteres cités.

Cependant, un aspect a peu pres commun a toutes ces optimisations est la minimisation
logique. Informellement, ceci pose la question de la “quantité” de logique (i.e. le nombre
de portes) nécessaire pour implémenter une fonctionnalité donnée, éventuellement vecto-
rielle et/ou séquentielle. Nous expliquons ici quelles sont les minimisations qui peuvent
intervenir pour réduire la “complexité” (en terme de circuit, ou plus formellement en terme
de complexité combinatoire et séquentielle au sens de [109]) d’une machine séquentielle.
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3.4.1 Minimisation de la logique combinatoire

La minimisation de la logique combinatoire consiste a trouver un circuit “minimal”
implémentant une fonction booléenne donnée. Cette minimalité doit étre comprise vis-a-
vis d’une mesure de complexité. Celle-ci est définie comme le nombre de portes du circuit,
ou ces portes sont des instances d’un ensemble de fonctions booléennes élémentaires. Le
probleme de la minimisation combinatoire est évidemment NP-difficile. Nous abordons
succintement dans L’Annexe E le probleme de la minimisation de fonctions booléennes
partielles, et nous proposons plusieurs techniques de réduction, certaines basées sur des
réécriture de DAGs, d’autres sur une minimisation de la somme de produits associée. Il
faut noter que les techniques de minimisation que nous avons définies ont été reprises par
nous-mémes et d’autres équipes pour améliorer des algorithmes de calcul sur les DAGs,
notamment la composition.

3.4.2 Elimination des variables d’états redondantes

Le but de I’élimination des variables d’états redondantes est de réduire la mémoire de la
machine sans modifier son comportement observable. On dit qu'une variable d’état d'une
machine est redondante si elle n’apporte aucune information sur I’état de la machine
lorsque celle-ci évolue dans son espace d’états valides. Autrement dit, une variable d’état
yi est redondante si et seulement si, pour tout état valide, la valeur de y; est entierement
déterminée par la valeur des autres variables d’états. Ceci implique qu’il existe une fonction
des autres variables d’états qui permet de calculer la valeur ¥, sur I’espace des états valides.
Valid étant la fonction caractéristique des états valides, nous disons [17] qu'une variable
d’état y;, est redondante dans le systeme des n variables d’états v, ..., y, si et seulement
si la formule

Yyp .o YY1 YYgtt - - Yyp 3f Yy (Valid(9) = (f < yn))

est une tautologie. Si tel est le cas, la fonction de Skolem de f donne la fonction de
réécriture de y; en fonction des autres variables d’états. En reprenant les résultats acquis
au Chapitre 1, et a partir de cette équation, nous montrons [17] que y; est redondante si
et seulement si :

Valid[yy, < O] A Valid[y, < 1] = 0
Dans ce cas, la fonction de réécriture de y; est la fonction de Skolem définie par :
Valid[yy, < 1] V (p A = Valid|yy < 0])

Ainsi le test de redondance et le calcul de la fonction de réécriture est quadratique par

rapport a la taille du DAG de Valid.

L’itération aveugle du processus d’élimination (test de redondance et réécriture) que
nous avons défini ne conduit pas a une minimisation optimale, comme il a été remarqué
dans [86]. En effet, le nombre de variables d’états éliminées dépend de 'ordre dans lequel
est effectué 1’élimination. Considérons ’exemple suivant, ou 5 variables d’états y; codent
4 états s; :
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’ Hyl Y2 Ys Ya 3/5‘

S1 0 0 0 1 1
S9 0 1 0 0 1
s3| 1 1 1 0 1
s4| 1 0 0 0 O

Table 3. Exemple de
variables redondantes.

On voit que {y;,y2} sont redondantes. Mais la meilleure solution est {ys, y4,y5}. Si on
élimine d’abord y;, alors la meilleure solution ne pourra étre trouvée. il faut donc con-
sidérer tous les choix d’élimination afin d’obtenir une solution optimale. Cette approche est
évidemment exponentielle. Cependant, un algorithme branch and bound permet d’obtenir
une solution optimale en un temps raisonnable [86] pour certaines machines.

Chaque occurrence d’une variable d’état redondante est substituée par sa fonction de
réécriture dans la fonction de transition et la fonction de sortie de la machine. A chaque
élimination, une variable disparait, on peut ainsi espérer diminuer la taille du circuit
correspondant. Mais sur la machine réelle, ce processus de substitution correspond a
I'ajout d’une partie combinatoire de codage/décodage, ce qui peut complexifier le circuit.
Aussi le meilleur choix est-il difficile a faire, et il n’est pas toujours souhaitable de réduire
optimalement la mémoire de la machine.

Cette technique d’élimination des variables redondantes, plus la minimisation de la
partie combinatoire sur ’espace des états valides d’'une machine séquentielle, permet de
réduire la complexité d’un circuit séquentiel. C’est cette approche qui a été utilisée par
Gérard Berry pour optimiser les circuits synthétisés a partir de programmes ESTEREL [14,
15, 16], ce qui donne de bonnes performances.

3.4.3 Minimisation des variables d’états par réencodage

L’élimination des variables d’états redondantes était un premier pas vers la diminution de
la mémoire. La minimisation des variable d’états par réencodage revient a calculer une
machine minimale équivalente a la machine initiale. Le réencodage permet une minimi-
sation absolue. Une machine possédant r classes d’états équivalents peut étre réencodée
sur une machine possédant [log, r| variables d’état. Cependant, cette approche risque
de complexifier considérablement la partie combinatoire du circuit, comme nous l’avons
précisé ci-dessus. Une approche non optimale en terme du nombre de variables d’état,
mais optimale en terme du nombre d’états valides, consiste a réencoder la machine sur ses
classes d’états équivalents.

Le réencodage peut se faire symboliquement en concevant une fonction de projection
qui va projeter une classe d’équivalence sur un état unique de cette classe. Cette projection
est obtenue en utilisant I’hyper-distance “plus proche interprétation” sur les interprétations
(voir Section 4.5.2). Dans [86] est proposée une telle projection. Le calcul des classes
d’états équivalents pour la réduction d’'une machine séquentielle M, ou pour 1’obtention
du modele minimal équivalent a M [23], s’effectue grace a 'opérateur Pre décrit dans le
Chapitre 5.
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3.5 Conclusion

Nous avons distingué trois grandes problématiques sur les machines séquentielles : la com-
paraison de languages générés par deux machines ; la validation de propriétés temporelles
sur une machine ; la réduction et/ou minimisation d’'une machime. A partir d’une de-
scription algorithmique d’une machine a états finis, on sait générer un modele décrit par
des fonctions booléennes. C’est sur ce modele que nous avons exprimé la résolution des
deux premiers problemes. Nous avons aussi étudié quelques aspects de la réduction et
minimisation d’une machine.

Les méthodes de résolution proposées dans le passé pour la comparaison de machines et la
validation de propriétés temporelles consistent en un traitement explicite des états et des
transitions, et nécéssitent donc I’énumération de ceux-ci, voire une construction explicite
du graphe d’états et de transitions de la machine. Ces méthodes sont donc limitées par
la taille (i.e. nombre d’états et de transitions) des machines traitées. Plus précisément,
le temps et la mémoire que requierent ces algorithmes sont linéairement dépendants de la
taille de la machine.

Nous avons montré comment la comparaison de machines et la validation de propriétés
temporelles peuvent étre exprimées par des équations booléennes. L’idée est de remplacer
le traitement individuel des états et des transitions par des manipulations de formules
propositionnelles. Celles-ci sont des fonctions caractéristiques dénotant des ensembles
d’états et de transitions. Les algorithmes que nous avons proposés correspondent donc a
des calculs sur des ensembles implicitement représentés. Par exemple, la comparaison de
machines correspond au calcul du plus petit ensemble d’états contenant un sous-ensemble
d’états initiaux, clos par la relation d’accessibilité de la machine. Si il n’y pas de relation
entre la taille de la représentation d’une formule propositionnelle et le nombre d’éléments
qu’elle représente en tant que fonction caractéristique!, on peut s’attendre a des algo-
rithmes de preuve dont la complexité ne dépend pas du nombre d’états et de transitions
de la machine. La complexité sera reportée sur la “complexité intrinseque” des formules
propositionnelles en présence.

Nous représenterons les fonctions booléennes par des TDGs (graphes de décision typés),
présentés au Chapitre 2. La taille d'un DAG ne dépend pas du nombre d’interprétations
qui le satisfait. Ceci permet, avec les équations booléennes que nous avons décrites, de
nous affranchir de I’étroite dépendance avec la taille de la machine que subissent les tech-
niques basées sur un parcours explicite du diagramme d’états de la machine. Dans nos
équations boolénnes sont utilisées les combinaisons booléennes usuelles (-, V, A, .. .), plus
deux opérateurs complexes que nous avons distingué : la comparaison de machines utilise
lopérateur Img, qui correspond au calcul de I'image d’une fonction, et la validation de
propriétés temporelles utilise 'opérateur Pre, qui correspond au calcul d’une projection
de I'image réciproque d’une fonction. Comme les combinaisons boolénnes usuelles sont ef-
fectuées au pire quadratiquement sur les DAGs, il ne nous reste plus qu’a réaliser le calcul
de Img et Pre pour obtenir deux algorithmes de preuve symboliques, dont les complexités
dépendront de celles de Img et Pre. C’est ce qui constitue la matiere des deux chapitres

LC’est le nombre d’interprétations satisfiant la formule.
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suivants.
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Chapitre 4

Calcul de 'image d’une fonction

Nous présentons ici des algorithmes de calcul de I'image d’une fonction vectorielle
booléenne. Etant donné les DAGs d’une fonction vectorielle f de {0, 1}™ dans {0, 1}", et le
DAG d’une fonction X de {0, 1}™ dans {0, 1}, nous établissons tout d’abord la complexité
d’évaluation de la fonction Img(f,X), définie de {0,1}" dans {0,1}. Puis nous intro-
duisons la notion de restricteur d’image, qui permet de décomposer le calcul de I'image.
Enfin nous donnons le schéma d'un algorithme permettant de calculer Img, et nous pro-
posons deux instances de ce schéma. Les résultats présentés seront valables pour les deux
représentations graphiques BDD et TDG, sauf lorsque cela sera explicitement spécifié.

Nous adoptons les notations suivantes. La fonction booléenne ¢ est 'identité ou la
négation. Une variable du domaine {0,1}" (respectivement du codomaine {0,1}") est
notée & (respectivement ). Une fonction booléenne est confondue avec son DAG. Les
vecteurs de fonctions booléennes sont notés f ou [f1... fu]. Nous étendons les opérateurs

booléens aux vecteurs, de fagcon a obtenir une structure d’espace vectoriel. Par exemple,
fro o ful VI f = [V D)oo (fa V)], et le vecteur X A [fi... fu] est égal a
(XA S1) - (XA fo)]-

4.1 Difficulté du calcul de Img(f,X)

La difficulté intrinseque du probleme est indiquée par le théoreme suivant. Calculer
Img(f, 1) est NP—difficile!. Il est méme certain que le calcul de Img(f, 1) n’appartient pas
a NP. En utilisant 'hypothese que 'ordre des variables est fixé, on obtient le théoreme 4.2
qui précise la complexité du probleme.

Théoreme 4.1 FEtant donné la forme canonique d’une fonction vectorielle f, la canoni-
sation de Img(f,1) est NP—difficile.

Preuve. Nous ne donnons que la preuve sur les DAGs. Soit C' = (A}_;ck) une
3—forme normale conjonctive composée de n clauses cp. Chaque clause ¢, est une dis-
jonction de trois littéraux, donc le calcul des DAGs de toutes les clauses se fait en O(n).

'0n a Img(f,X) = AJ.Img(fQX], 1)(ys, .- yn,1). Donc Img(f,X) = Img(fQN], 1)[yns1 « 1], le
terme de droite étant calculé en O(|Img(f@Q[X],1)]). Le calcul de Img(f,1) est donc aussi difficile que
celui de Img(f, X).
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Soit X = Img(f,1). Evaluer le terme X(1,...,1) se fait en O(n). Or C est satisfiable si et
seulement si X(1,...,1) =1, donc calculer X est NP—difficile. O

Théoreme 4.2 Le probleme de la composition se réduit a celui du calcul de l'image.

Preuve. Rappelons que T = [z1... 2], et ¥ = [y1...yn]. Soient les DAGs des fonctions
AZ. f1(Z), ..., M. [ (Z), et Ay.g(). Le probleme de la composition consiste a calculer le
DAG de la fonction AZ.(g(f1(Z),. .., fn(Z)). Soit la fonction vectorielle F' définie par :

Fo= N#Q) [z ... 2 (1 HE) .. (o & ful@) 9(7)].

Les DAGs de F se construisent en O(m + |g| + 37—, | f]). On a

[mg<ﬁ> 1) = )\[21 s Zm+n+1]'(Elf 337 ( (Zk ~ $k>> A
k

=1

</n\ (Zmsr < (e < fk(i”)))> A

(s © 9()

On a donc :

]mg(ﬁ,1)(21,...,zm,1,...,1) = d¥3Jy (7\zk<:>xk>/\</n\yk<:>fk(f))/\g(y_’)

= g(filzt,- s zm)s s fu(21, o Zm))

La composition g(f1,..., fn) est égale & Ay ... 2p] Img(F,1)(21,. .., &m,1,...,1). Ce
dernier DAG se calcule en O(|Img(F,1)|), ou méme en O(n) si le DAG de Img(F,1)
sur le systeme {z1,...,Zm, Zmits - s Zmins Zmins1) est ordonné de telle fagon que
{Zmat1y s Zmany Zmans1} < {21, -+, Zm}- O

Le Théoreme 4.2 montre que la composition se réduit polynomialement au calcul de
I'image. Les remarques faites Section 2.4.3 sur la complexité de la composition sont donc
applicables. Le calcul de I'image est au moins exponentiel en mémoire dans le pire des
cas pour un ordre fixé. Meéme si un oracle donnait dynamiquement un bon ordre des
variables minimisant les DAGs des fonctions manipulées, le calcul de I'image reste au
moins exponentiel en mémoire dans le pire des cas.

Ces résultats de complexité exponentielle sont obtenus vis-a-vis de la mémoire
nécessaire pour construire le DAG de Img( f, X). On peut s’interroger sur la complexité
de problémes faisant intervenir le calcul de I'image avec une sortie bornée (par exemple
un probleme dont la réponse est “vrai” ou “faux”). Déterminer si Img( j?, 1) = 1 pour
une fonction vectorielle f donnée est un de ces problemes, et un des plus intéressants,
car il permettrait d’accélérer considérablement le calcul de I'image (voir Section 4.3 sur
'utilisation du cache). Cependant, les théorémes suivants affirment la non polynomialité
de ce test.
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Théoreme 4.3 Etant donnés les DAGs d’une fonction vectorielle f, le probleme de savoir
si Img(f,1) =1 est NP—difficile.

Preuve. Soit C' = (A}_; ¢x) une 3—forme normale conjonctive composée de n clauses c.
Le calcul des DAGs fi,..., f, des n clauses est en O(n). Nous créons alors n variables
x1,...,x, n'ayant pas d’occurrence dans C', ce qui peut se faire polynomialement. Con-
struire les n DAGs des formules (fx A zg) est en O(n). Img([fi Axy ... foAxp], 1) =15si
et seulement si le point [1...1] appartient a Img([fi ... fau], 1), c’est a dire si et seulement
si C' est satisfiable, donc tester si Img(f,1) = 1 est NP-difficile. O

Théoréme 4.4 Etant donné i € {0,1}", et étant donnés les DAGs d’une fonction vecto-
rielle f, le probleme de savoir si y € Img(f,1) est NP-complet.

Preuve. Ce test peut étre réalisé par 'algorithme non déterministe suivant, qui est poly-
nomial :

function belongs-to?(y, f);

choose 7 in {0, 1}™; /*en O(1) */

let y = f(7) in /*en O(n xm)*/
if ' = ¢ then success else failure; /*en O(n) */

Soit C' = (Aj_; ¢x) une 3—forme normale conjonctive composée de n clauses c;. Le cal-
cul des DAGs fi,..., f, des n clauses est en O(n). Alors le point [1...1] appartient a
Img([f1...fa],1) si et seulement si C' est satisfiable. Donc tester si ¢ € [mg(f, 1) est
NP-difficile. O

4.2 Calcul direct de Img(f,X)

Soit f = [fi...f.] une fonction vectorielle de {0,1}™ vers {0,1}", et X une fonction

booléenne sur {0,1}™. La fonction Img(f,X) est définie par I'équation [43] :

—

Img(F.%) = Ag«afx@m(/i\yk@fk(f)) (4.1

Une premiere fagcon d’obtenir Img( fj X) consiste a utiliser les opérateurs de combinaisons
et d’élimination de quantificateurs définis dans les Chapitres 1 et 2. On construit d’abord
le DAG de (X(Z) A(AfZ1 vk < fx(Z))), puis on élimine le vecteur de variables ¥ quantifiées
existentiellement. La premiere étape est en O(|X| x 2™ x [I¢_; |fx|), et 'élimination des
variables 7 est au moins exponentielle dans le pire cas, soit deux étapes non polynomiales.
Cependant, I'expérience montre que 1’élimination de variables quantifiées est tres souvent
réalisable, et le cout global du calcul dépend donc essentiellement de la taille du DAG de
(X(Z) A (AP_y i < fr(T))). Sice DAG peut étre construit, alors le caleul de Img(f, X)
par cette méthode est tres efficace [43].

Dans le cas du parcours virtuel d’une machine, le terme (A}_; (yx < fx(Z))) représente,
a une élimination des variables d’entrée pres, la relation de transition de la machine.
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Or le DAG de cette relation ne peut pas toujours étre construit. Ceci vient du fait
que les variables y; n’ont pas d’occurrence libre dans les formules fi(Z) (1 < j < n et
1 <k < mn), et donc que la construction du produit (Ap_;(yx < fr(Z))) requiert le calcul
de la plupart des 2" sous-produits (A}_; ex(fx)). Le graphe G représentant le produit
(Ar_i(yr & fi(2))) va croitre de fagon explosive, alors que la fonction Img( £.1) obtenue
apres la d3—€élimination des variables z1, ..., x,, peut étre de taille réduite.

Cette différence extreme de taille entre le graphe de (A}_;(yx < fi(Z))) et celui de
Img( f, 1) est traduite par la Figure 22. Par exemple, si les variables yq,...,y, sont
inférieures aux variables xq,...,x,,, on risque d’obtenir un graphe G dont les 2" pre-
miers noeuds seront tous expansés. On distingue dans ce graphe 3 types de chemins :
le chemin de type (a) atteint une feuille 1 sans rencontrer de variable zj, ; le chemin de
type (b) atteint une feuille 0 sans rencontrer de variable zj ; le chemin de type (c¢) ren-
contre au moins une variable x;. Le graphe de (37 G) montre que les sous graphes de
la partie a éliminer, correspondant aux chemins de type (c), contiennent beaucoup trop
d’information : ils rassemblent toutes les interprétations de Z telles que (Ap_; yx < fi(Z))
soit vrai pour un certain ¥ fixé, alors qu’on a juste besoin de savoir si (A}_; yx < fi(Z))
est satisfiable pour cet 3. Alors que I'information de satisfiabilité sur une forme canonique
est de taille O(1), il est d’abord demandé de calculer un graphe de relation sur #, qui
est potentiellement une information de taille O(2"™/m) ! L’expérience montre [43] que
pour n > 30, cette méthode ne peut étre appliquée a des machines non triviales, ou a des
machines dont la fonction de transition possede un graphe insuffisamment régulier [29].

@ ©) ©
1 0 1
1 0 \ \\
| \ |:| Graphes utilisant y,, ..., ¥y,
\ (d)\\ |:| Graphes utilisant x;, ..., xXp
0 1

Figure 22. Graphes de G et de (37 G).

Dans [120], H. Touati et al. proposent une technique permettant de réduire le cotit
du calcul de 'image basé sur I’équation 4.1. L’idée est d’ordonner les variables de Z et v/,
ainsi que les calculs des termes (y; < fi(Z)), de fagon a éliminer les variables quantifiées
aussi tot que possible, et a garder un produit intermédiaire de taille raisonnable. Cette
heuristique est efficace sur beaucoup d’exemples, mais si les composantes du vecteur f ont
des supports tres semblables, alors I’'ordonnancement obtenu ne permet pas une réduction
significative du cotit du calcul.
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4.3 Décomposition du calcul de I'image

Définition 4.1 Un restricteur d’image est un opérateur rr tel que, pour toute fonction
X #£ 0, et pour toute fonction vectorielle f, on ait :

Img(f.X) = Img(frrX,1).

La Figure 24 illustre I'utilisation dun restricteur d’image. En utilisant un restricteur
d’image rr, le calcul de Img( f, X) revient au calcul de Img( f rr X,1). Nous appellerons
une couverture un ensemble de fonctions (h;);ecs tel que AZ.(V;es h;j(7)) = 1. Alors pour
toute couverture (h;);cs, on a 'équation de décomposition :

Img(f,1) = Mi(vfmﬂfnhﬁw@ﬂ-

Nous appelons “vectochar” (vector to characteristic function) la fonction qui calcule
Img(f,1). Le squelette de cet algorithme est donné ci-dessous.

—

function vectochar(f) : TDG;
if f=[e1(1)...€,(1)] then return (A}_; ex(yx));
let (h;);jes such that (V;c;h;) =1in

return (V,c, vectochar(f rr h;));

Figure 23. Squelette de la fonction “vectochar”.

=]

£

Img(f, ")

(f rr o))

Tmeg(f rrt, 1)

Figure 24. Restricteur d’image.
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La complexité de cet algorithme dépend du choix de la couverture (h;);es. Sia chaque
étape la couverture (h;);ec; contient au moins deux ensembles hy et hy tels que hy € ho et
ha € hq, Palgorithme se termine. Si a chaque étape la couverture (h;) ;e est une partition,
le nombre de récursions est borné par le nombre d’éléments du domaine, c’est a dire 2.
En utilisant un cache qui conserve les calculs intermédiaires [38], ce nombre de récursions
peut étre radicalement réduit. Ce cache conserve les couples ( f, X) tels que X = Img( f, 1).
Au lieu de prendre en compte le vecteur f en entier, cet algorithme de cache peut étre
raffiné en utilisant les propriétés suivantes [47] :

Théoréme 4.5 La fonction caractéristique de Img([f1 ... fr_1 €(1) fexr --- fu],X) est
)\?j(g(yk> A X,<y17 oy Y1, Yk41s - - - 7yn>)7
o X/ = [mg([ﬁ e fk—l fk—H e fn],X)

Théoréeme 4.6 La fonction caractéristique de Img([f1 ... fe—1 €(f;) fot1 --- fu], X) est

M ((y; < eye)) AX (Y1, Yk=15 Ykt 1 - - -5 Un),
ot X' = Img([f1 ... foe1 for1 - ful,X).

Théoréme 4.7 Soit X, et X, les fonctions caractéristiques de Img(f1,X1) et Img(fa, Xo).
Alors la fonction caractéristique de Img(A(Z1QZs).(f1(Z1)Qf2(Zs)), X1 X Xa) est :

AM#1QFa). (X1 (1) A X5(32))-

Le Théoreme 4.5 permet d’éliminer les composantes constantes de f Le Théoreme 4.6
affirme que si plusieurs composantes de f sont égales ou complémentaires, toutes ces com-
posantes sauf une peuvent étre éliminées. Ces deux processus d’élimination réduisent
le nombre d’entrées dans le cache, et augmente les possibilités de reconnaissance, d’ou
réduction du nombre de recursions. Le Théoreme 4.7 signifie que si on peut trouver
une partition P = { fl, e fq} des composantes de f telle que les vecteurs fk aient des
supports de variables disjoints, alors calculer Img( f , 1) revient a calculer les ¢ fonctions
caractéristiques des ensembles Img( ﬁ, 1), puis a construire le produit cartésien (i.e. con-
jonction avec renommage des variables) de ces fonctions caractéristiques [44]. De cette
facon, le nombre ma@mum de récursions est réduit de 2™ a (37_; 25"Pk), ou sup,, est la
taille du support de f.

Soit “eliminate-and-partition” la fonction qui, appliquée a un vecteur f, retourne un
Couple (¢, P), tel que : c est la fonction caractéristique relative aux composantes éliminées
de f (par convention, ¢ = 1 si aucune composante de f ne peut étre éliminée), et P
est la partition des composantes restantes de f en vecteurs de supports disjoints. Notons
que le processus d’élimination utilisant les Théoremes 4.5 et 4.6 peut étre effectué en
O(nlogn) avec les TDGs, mais il est plus cotuteux avec les BDDs (voir la discussion sur le
test d’identification étendu page suivante). Le partitionnement des composantes restantes
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—

function vectochar(f) : TDG;

}
}
return A\y.(c(¢) A d());

—

function vectochar-cache(f);
if f=1{or f=[] then return I:

— —

if is-in-cache?(f) then return get-in-cache(f);
let ¢ = vectochar-recurse(f) in {

—

put-in-cache(f, ¢);
return c;

}

—

function vectochar-recurse(f);
let (hj)jEJ such that /\f(VJEJ h](f)) =1in
return \y.(V;c; vectochar(f rr h;)(y));

var ¢ : TDG;
let (¢, P) = eliminate-and-partition(f) in {
case P of {
{y =1
{ﬁ, . ,fq} ¢ = Mj.(Al_; vectochar-cache (f,;)(gj)),

Figure 25. Fonction “vectochar” utilisant un cache.
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peut étre effectué en O((mlogm) x (n + |f])). La Figure 25 montre alors la nouvelle

fonction “vectochar”.

Au lieu d’utiliser une identification exacte des vecteurs de fonctions, telle que celle pro-
posée dans [38], nous utilisons une identification étendue [47] basée sur les deux théoremes

suivants.

Théoreme 4.8 Si X' = Img([f1... fr],X), alors on a lidentité suivante, ou ey est la

fonction identité ou négation :

[mg([€10f1 ekofk],X) = Ag.X/(gl(yl),...,Sk(yk)).

Théoreme 4.9 Si X' = Img([fi... fx],X), alors on a lidentité suivante, ou m est une

permutation des k premiers entiers :

]mg([fw(l) e fﬂ(k)], X) == )\g.X,(yw(l), .
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Ceci signifie qu'un couple ([fi ... fi],X) dans le cache dénote I'image de (k! x 2F)
vecteurs de longueur k. La complexité du test d’identification étendue dépend directement
de la représentation des fonctions booléennes. En utilisant les BDDs, tester si une fonction
f est la négation de g est en O(max(|f|,|g|)). Donc pour tout ordre total “<” sur les BDDs,
si la fonction Af Ag.((f =< g) A (g 2 f)) et la fonction AfAg.((f = ¢g) vV (f = —g)) sont
égales, alors Af.\g.(f = g) peut étre évaluée au mieux en O(max(|f|,|g|)). Ceci implique
que les propriétés traduites par les Théoremes 4.8 et 4.9 sont relativement cotiteuses a
tester avec les BDDs : le test d’identité étendue entre deux vecteurs f et ¢ de dimension

k est en O(klogk x (|f] + 7))

Ceci est entierement différent avec les TDGs. Tester si une fonction f est la négation
de g est en O(1). Les composantes d'un vecteur [fi ... fx] sont ordonnées selon l'ordre
total “<” défini par : (f < g) si et seulement si add(f) < add(g), ot add(f) est 'adresse
en mémoire du graphe de f si f est positive, et add(f) est 'adresse du graphe de —f
si f est négative. Notons que cet ordonnancement fait que le processus de réécriture
d'un vecteur f en un couple (¢, P) est canonique. Cet ordonnancement, qui peut étre
directement fait dans la fonction “eliminate-and-partition”, s’effectue en O(klogk). Une
fois le vecteur ordonné, les deux propriétés 4.8 et 4.9 sont testées en O(k), ce qui fait que
le test d’identité étendue est effectué en O(klogk). Ce test sur les TDGs ne dépend que
de la longueur du vecteur, et pas de la taille des graphes.

Nous devons maintenant étudier le choix d’un restricteur d’image qui puisse décomposer
efficacement le calcul de 'image, ce qui nous conduira a introduire le restricteur d’image
“constrain”.

4.4 Restricteur d’image

Comme le cout des manipulations des DAGs est directement lié a leur taille, le meilleur
restricteur d’image rr est celui qui minimise la taille des DAGs de ( frr X). Mais le
théoreme suivant indique que le restricteur d’image rr qui minimise la taille du graphe de
( frr X) est beaucoup trop cotteux.

Théoréme 4.10 Etant donnés les arbres de Shannon réduits (ou les DAGSs) d’un vecteur

f, trouver un vecteur f' satisfaisant Img(f’, 1) = Img(f, 1) et ayant des arbres de Shannon
minimauz (ou des DAGs minimauz) est NP-difficile.

Preuve. Nous ne donnons la preuve que sur les arbres de Shannon réduits, la preuve
pour les DAGs étant analogue. D’une part, tout vecteur f’ de n composantes tel que
Img( f’ ,1) = 1 doit disposer de n variables indépendantes, donc | f’ | > n. D’autre part, la
fonction vectorielle identité Id est de taille n, et Img(Id,1) = 1. Donc tout vecteur f7 de
n composantes tel que Img( f’ ) = 1 et qui minimise la forme de Shannon est de taille n.
Alors on voit que tout vecteur f’ de n composantes tel que I'mg( f’ 1) = 1 et qui minimise
la forme de Shannon est égal a I'une des n! x 2n fonctions \2. [51(x7r(1)) En(Tr(my)], o T
est une permutation des n premiers entiers. Alors tester si Img( 7. 1) = 1 revient d’abord a
calculer le vecteur minimal f’ tel que Img( f’ 1) = Img( f 1) puis vérifier que f’ est d’une
des formes décrites ci-dessus, ce qui peut étre fait en O(n?). Une preuve similaire a celle
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du Théoreme 4.3 montre facilement que tester si Img( f, 1) =1, ou la forme de Shannon
de f est donnée, est NP—difficile. O

Le probleme est alors de définir un restricteur d’image qui puisse étre évalué poly-
nomialement. Un restricteur d’image polynomial sur la structure récursive des formules
propositionnelles (arbres syntaxiques, formes de Shannon, DAGs) doit pouvoir étre ap-
pliqué récursivement sur ces structures. Comme ces structures peuvent étre exprimées a
partir de la négation et de la disjonction, notre probleme peut se traduire par :

(1) Déterminer les restricteurs d’image rr tels que, pour toutes fonctions vectorielles f
et g, pour toute fonction X, on ait :

(=f)rr X) = ﬁ(frr X), et
(fvgrrXx) = ((frrX)V(7rrX))

Etant donné que toute composition s’exprime a travers la décomposition de Shannon
par des négations et des disjonctions (propriété d’orthogonalité), ce probléme peut se
reformuler ainsi :

(2) Déterminer les restricteurs d’image rr tels que, pour toutes fonctions vectorielles f
et g, pour toute fonction X, on ait :

—

(fog)rrX) = (fo(grrX))

Comme toute fonction f s’écrit f o Id, ou Id est la fonction identité, un restricteur
d’image satisfaisant (2) est tel que (f rr X) = (fo (Id rr X)) pour toute fonction X. Aussi
un tel restricteur d’image s’écrit AfAXAZ.(f(Fun(X, %)), ot Fun(X,Z) = (Id rr X)(Z)
ne dépend pas de f D’apres la définition des restricteurs d’image, Fun est telle que pour
toute fonction X # 0, on a Img(AZ.Fun(X,Z),1) = X.

Nous nous inspirons de cette propriété de Fun pour justifier I'utilisation des projecteurs.
Un projecteur sur une fonction X # 0 est une fonction qui envoit le domaine sur X. En
d’autres termes, un projecteur P sur X # 0 est une fonction de ({0,1}™ — {0,1})x{0,1}™
dans {0, 1}™ telle que Img(AZ.P(X,Z),1) = X. Alors pour tout projecteur P, la fonction
AFAXAZ.(F(P(X, %)) est un restricteur d’image s